The Project Gutenberg EBook of Sur les Principes Fondamentaux de la
Théorie des Nombres et de la Géométrie, by Hermann Laurent

This eBook is for the use of anyone anywhere at no cost and with

almost no restrictions whatsoever. You may copy it, give it away or

re-use it under the terms of the Project Gutenberg License included

with this eBook or online at www.gutenberg.org

Title: Sur les Principes Fondamentaux de la Théorie des Nombres et de la Géomé
Author: Hermann Laurent

Release Date: July 10, 2010 [EBook #33132]

Language: French

Character set encoding: IS0-8859-1

**% START OF THIS PROJECT GUTENBERG EBOOK LA THEORIE DES NOMBRES #xx



Produced by Andrew D. Hwang, Laura Wisewell, Chuck Greif
and the Online Distributed Proofreading Team at
http://www.pgdp.net (The original copy of this book was
generously made available for scanning by the Department
of Mathematics at the University of Glasgow.)

NOTE SUR LA TRANSCRIPTION

Ce livre a été préparé a I’aide d’images fournies par la
Département des Mathématiques, Université de Glasgow.

Ce fichier est optimisée pour étre lu sur un écran, mais peut étre
aisément reformater pour étre imprimer. Veuillez consulter le
préambule du fichier A TEX source pour les instructions.



SCIENTIA PHYS. — MATHEMATIQUE
Juin 1902. n° 20.

SUR LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

DE LA THEORIE DES NOMBRES
ET DE LA GEOMETRIE

PAR

H. LAURENT



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION . . . . . . ... oot e e 1
Egalité et addition. . . . .. ... ... ... ... ... 3
Quantités . . . . . .. 5
Propriétés des quantités . . . . . ... ... oL 5
Lesnombres . . . ... ... . ... ... ... 15
Multiplication et division . . . . . .. ... ... ... .. 17
Les incommensurables . . . . ... .. ... ... ... ... .. 20
Logarithmes . . . . . . . ... ... ... 26
Conclusion . . . . . . . ... . 27
La Pangéométrie . . . . . . . .. ... o 29
Les espaces et leurs dimensions . . . . ... ... ... ... .. .. 30
Déplacements euclidiens . . . . . ... ... ... ... ... 32
Distances . . . . . . . . 37
Figures égales . . . . . . . . ... o 37
Ligne droite . . . . . . . ... 38
Angles. . . . . . 40
Trigonomeétrie . . . . . . . . Lo 46
Perpendiculaire & plusieurs droites . . . ... ... ... ... ... A7
Contacts . . . . . . . 50
Longeurs . . . . . . . . .. 54
Pangéométrie sphérique . . . . . . . . ... oL 56
Trigonométrie sphérique . . . . . . . ... .. L. 58
Pangéométrie hyperbolique . . . . . ... ... ... ... ..... 59
La géométrie euclidienne . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 63

Résumé . . . . . . s, 66



SUR LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

DE LA THEORIE DES NOMBRES

ET DE LA GEOMETRIE

INTRODUCTION

Pour bien raisonner, on admet généralement avec Pascal qu’il faut
prouver ce qui est obscur et n’employer dans les démonstrations que des
axiomes tres évidents ou des propositions déja accordées ou démontrées.

Mais un axiome tres évident pour I'un, ne I’est pas pour un autre,
et je crois qu’il vaudrait mieux dire : pour bien raisonner il faut ne
faire qu’un petit nombre d’hypotheéses, et en chercher les conséquences
logiques.

Au fond ces deux maniéres de concevoir I'art de raisonner sont iden-
tiques, car un axiome tres évident n’est qu'une hypothése trés plausible.
Mais si le fond est le méme, la forme est différente au moins dans les
applications; la doctrine des axiomes trés évidents a peut-étre 'incon-
vénient de laisser de coté la question de savoir si ces axiomes ne sont
pas des conséquences les uns des autres.

Il est curieux d’observer ce qu’est pour nous un axiome trés évident ;
les hommes de ma génération qui ont suivi les cours de mathématiques
spéciales de notre époque, se rappellent, sans doute, que I'on admettait
comme un axiome trés évident : qu’une courbe continue ayant manifes-
tement une tangente, toute fonction continue devait avoir une dérivée;
une premiére affirmation nous laissait un peu sceptiques, mais en allant
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en avant, la foi nous venait. On connait le sort du prétendu axiome en
question.

Or parmi les axiomes que je pourrais appeler classiques, il y en a
une foule qui ne méritent ce nom que parce que nous les avons acceptés
sur la simple affirmation d’un maitre. On nous a affirmé que le postula-
tum d’Euclide n’était pas évident, nous nous sommes inclinés, on nous
a affirmé qu’un angle retourné était susceptible de coincider avec sa
position ancienne, nous nous sommes inclinés, on nous aurait affirmé le
contraire, nous nous serions également inclinés. L’éducation premiére
a laissé son empreinte, et nous regardons comme des axiomes trés évi-
dents, ce que 'on nous a habitués a regarder comme des axiomes trés
évidents. A I'ancienne définition de l'axiome, vérité évidente par elle-
méme, on doit donc substituer la suivante infiniment plus exacte :

Un axiome est une proposition que I'atavisme, I’éducation, I’autorité
du maitre nous ont fait accepter comme vraie sans examen, et surtout,
sans nous préoccuper de savoir ce qu’est au fond pour nous une vérité.

Il est temps, je crois, de renoncer a la doctrine des axiomes pour lui
substituer celle des hypotheses. Dans cet ordre d’idées une vérité est
une hypothése plausible ou une conséquence logique d’hypothéses non
contradictoires.

On sait qu’en se placant a ce point de vue, le grand géomeétre Sophus
Lie, qui a été, peut-étre sans le vouloir, un grand philosophe, a résolu
pour la premiére fois une question de métaphysique sinon en nous révé-
lant la nature de I’espace, au moins en détruisant les idées erronées qui
s’étaient propagées a travers les ages, sur la valeur des axiomes énoncés
ou sous-entendus dans Euclide et ses continuateurs.

J’ai essayé comme l'on fait MM. Tannery, Méray, Cosserat de fon-
der la théorie des nombres sur un petit nombre d’hypothéses, mais en
suivant une tout autre voie ; je me suis bien vite apercu que les axiomes
énoncés, ou sous-entendus dans les traités élémentaires d’arithmétique
et d’algébre, pouvaient étre considérablement réduits; et pour cela il
m’a suffi de donner une définition nette et précise de la quantité et du
nombre. J’espére avoir réussi, sans avoir recours a des considérations
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transcendantes.

Comme on le voit, je me place au point de vue utilitaire ; MM. Mé-
ray, Tannery, Cosserat se placent a un point de vue esthétique. Pour
moi les mathématiques pures ont pour objet 'étude des quantités a
I’aide des nombres ; pour MM. Tannery et Cosserat les mathématiques
pures sont un exercice de logique.

Je ne ferai, comme on le verra, que quatre hypothéses que je mets
franchement en relief :

1° Je raisonne juste (hypothése de tout raisonnement).

2° La quantité sera définie, je suppose qu’il existe des quantités.

3° Il y a des quantités susceptibles d’étre divisées en autant de parties
égales qu’on voudra (je définirai la division en parties égales).

4° Quand une quantité croit sans cesse, (ou décroit sans cesse) sans
devenir plus grande (ou plus petite) qu’une quantité fize, elle a une
limate.

Si l'on fait ces hypothéses, il n’y a plus d’aziomes trés évidents. On
DEMONTRERA que pour ajouter une somme a une quantité, il suffit
de lui ajouter chacune des parties de la somme, qu’une différence ne
change pas quand on ajoute ou quand on retranche une méme quantité
a ses deux termes, etc.

EGALITE ET ADDITION

Deux choses qui ne différent en rien 'une de 'autre sont une seule
et méme chose ; car si elles étaient distinctes, elles différeraient par une
qualité quelconque, elles n’auraient pas par exemple le méme mode
d’existence dans le temps ou dans l’espace, la méme couleur, etc., per-
mettant de dire qu’elles sont distinctes.

Il est commode de dire que deux objets qui ne différent en rien I'un
de T'autre, et qui par suite ne sont qu'un seul méme objet, sont des
objets identiques.

Des objets matériels ou immatériels, sans étre identiques, peuvent
avoir une propriété commune ; si alors, par la pensée, on fait abstrac-
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tion de toutes leurs autres propriétés, ils ne différent plus en rien, ils
deviennent identiques ; et pour exprimer ce fait, on dit qu’ils sont égauz.

Deux objets égauxr sont donc deux objets jouissant d’une méme
propriété énoncée ou sous-entendue et dont on laisse de coté les autres
propriétés.

Il n’y a la rien de conventionnel de ma part, et je ne fais que pré-
ciser une idée que nous nous faisons tous de 1’égalité. L’égalité est une
propriété toute relative, et qui dépend du point de vue auquel on se
place. Ainsi un cheval est ’égal d’une poule, quand, faisant abstraction
de toutes leurs autres propriétés, on les considére I'un et ’autre comme
des animaux.

Si des objets A et B sont égaux a un objet C, A et B sont égaux
entre eux, par définition.

Considérons maintenant des objets A,B,C,D,..., aussi différents
les uns des autres que 1'on voudra par leurs propriétés, combinons ces
objets entre eux de maniére a constituer un objet S, en procédant, tou-
tefois, comme on va le dire. ... On combinera A avec B, en suivant une
certaine régle, et I’on obtiendra un objet B’; on combinera, en suivant
la méme régle, B’ avec C et 'on obtiendra un objet C’; et ainsi de
suite, jusqu’a ce que 'on trouve un objet S. L’opération finale portera
le nom d’addition, si le résultat S ne dépend pas de 'ordre suivi en com-
binant A,B,C,.... Si, par exemple, on obtient encore S en combinant
B avec A, ce qui donne A”, puis A” avec D, ce qui donne D”, et ainsi
de suite, en employant tous les objets considérés dans la premiére série
d’opérations.

S’il arrive qu'un objet puisse étre supprimé sans que le résultat de
I’addition en soit altéré, on dira que cet objet est nul ou de nul effet.

On considérera deux objets comme égaux, quand on obtiendra I'un
en ajoutant a I'autre un objet nul; en d’autres termes, on fera abstrac-
tion de la propriété qu’ont les objets d’étre associés par addition & des
objets nuls.

Le résultat de 'addition de A, B, C,... portera le nom de somme ou
total des objets A, B,C,... ; A,B,C,... seront les parties de la somme S.
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Donc :
Une somme reste la méme, par définition, quel que soit I'ordre dans
lequel on ajoute ses parties.

QUANTITES

Si un objet A peut s’obtenir en ajoutant & B un objet C qui n’est
pas nul, on dit que A est plus grand que B et que C; B et C sont plus
petits que A.

Considérons maintenant une suite illimitée d’objets, A,B,C,....
Supposons que ces objets, en vertu d’une régle déterminée, soient sus-
ceptibles d’étre ajoutés et que la somme de deux quelconques d’entre
eux fasse partie de la suite A,B,C,.... Supposons en outre que deux
quelconques d’entre eux A, B étant choisis arbitrairement, il résulte de
la régle adoptée pour faire I’addition, que A soit égal a B, soit plus petit
que B ou soit plus grand que B; le systéme de ces objets A,B,C,...
formera un systéme de quantités homogénes ou de méme espeéce.

Ainsi des quantités homogénes sont des choses que ’on peut ajouter,
supposer égales entre elles, plus grandes ou plus petites les unes que les
autres.

Je fais cette hypothése, qu’il existe au moins une espéce de quantités
homogeénes.

PROPRIETES DES QUANTITES

Soit A une quantité plus grande que B, on obtient par définition
A en ajoutant une quantité C a B, on dit que C est la différence entre
A et B. Si + est le signe de 'addition, = celui de 1’égalité,

A=B+C (1)

exprimera que A est la somme de B et C, et que C est la différence entre
A et B; on dit que I'on obtient C en soustrayant B de A. — étant le
signe de la soustraction, la formule (1) et la suivante

A-B=C
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expriment la méme idée.

1l est facile de prouver que la soustraction ne peut se faire que d’une
seule maniére.

C’est-a-dire que si

A-B=C, A-B=cC, (1)
on a forcément
B=DR.

En effet, dire que A — B = C, c’est dire que A = B + C, de méme
A = B + C, or si B et B’ ne sont pas égaux, on aura par exemple
B'=B+aet
B+C=B+a+C

ce qui exprime que «a est de nul effet dans ’addition, c’est-a-dire est
nul, et il est permis de ne pas en tenir compte, donc B = B’. Ainsi les
formules

A-B=A-DB

entrainent la conséquence
B=DB.

1l est facile de voir que si

A+B=A+F

on aura ausst
B =D,

car si B’ = B + «, par exemple,
A+B=A+B+a

ce qui veut dire que a est nul.
St A > C on aura

A-C+C=A+C-C=A.
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En effet A — C est, par définition, une quantité telle qu’en lui ajou-
tant C, on a A; et A+ C— C est une quantité H telle que

A+C=H+C;

donc, en vertu du théoréme précédent, H= A, c. q. f. d.

Soit maintenant N une quantité plus grande que A, B, A + B et en
général assez grande pour que les opérations N — A +B, N—B — A,
N — A + B soient possibles.

Par définition on a

N+A+B=N+B+A,
je dis que l’on aura aussi
N-A+B=N+B-A,

appelons H; et Hy les deux membres de cette formule, il faut prouver
que H; = Hy. Or

Hi+A=(N-A)+B+A=(N-A)+A+B=N-A+A+B=N+B

on a ensuite
Hy+A=N+B—A+A=N+B,

donc
Hi+A=Hs+A

d’ott 'on conclut Hy; = Hy, c. q. f. d.
Je dis que [’on aura encore

N-A-B=N-B-A.

Appelons H; et Hy les deux membres de cette formule; il faut prouver
que H;y = Hy. On a

Hi+B=N-A-B+B=N-_A;
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on a ensuite
Hy+B=N-B-A+B=(N—B)—A+B,
ou, en vertu du théoréme précédent,

Hy+B=(N-B)+B-A=N-B+B-A=N-A;

donc
Hi+B=H,+B et H; =H,, c. q.f d
On a
N+A+B=N+(A+B).
En effet
N+A+B=A+B+N=(A+B)+N=N+(A+B).
OnasiA>B
N+A-B=N+(A-B),
car
N+A-B=A-B+N=(A-B)+N=N+(A—B).
OnasiA<B

N+A-B=N-(B—A).
Soit H; le premier membre, Hy le second ; il faut prouver que H; =
Hy. On a
H +(B-A)=H+B-A=N+A-B+B-A=N
Hy+(B—-A)=N—(B-A)+(B-A)=N,

donc H; = Hy, c. q. f. d.
Comme conséquence

N-A+B=N-(A-B) si A>B
=N+(B-A) si B>A.
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On a
N-A-B=N-(A+B).

En effet ajoutant (A + B) au premier membre, on a
N+(A+B)~A-B=N+A+B-A-B=N,

en ajoutant (A+B) au second on a aussi N, ce qui démontre le théoréme.

GENERALISATION
Soient N, A, B, C,... des quantités de méme espéce, une expression
de la forme
N+A+B+...... +L (1)

est ce que nous appellerons un polyndome.

Quand deux polyndmes seront égaux, nous dirons qu’ils ont la méme
valeur.

Les quantités N et £A, £B, ... considérées avec les signes + ou — qui
les précédent seront les termes du polynome (1). Les termes précédés
du signe + et le premier N seront dits positifs, ceux qui sont précédés
du signe — seront dits négatifs. Dans un terme, il y a & considérer son
signe + ou — et sa valeur absolue, c’est-a-dire la quantité qui entre dans
ce terme.

Les quantités positives, négatives ou nulles portent le nom de quan-
tités algébriques.

On appelle somme algébrique de deux quantités algébriques, la
somme de leurs valeurs absolues, précédée du signe commun, si elles sont
de méme signe, et leur différence précédé du signe de la plus grande, si
elles sont de signes contraires. (On regarde comme précédées du signe +
dans ces définitions les quantités qui ne sont précédées d’aucun signe.)

Une quantité algébrique peut étre représentée par une seule lettre,
ainsi —A peut étre représenté par a en sorte que si +B est représenté
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par b on aura

a+b=(—A)+ (+B)
=B—-A si B>A
=—(A-B) si B<A.

Cela posé, reprenons les formules du § précédent :

N+A+B=N+(A+B)
N+(A-B) si A>B
N—-(B-A) si A<B
N—A-B=N-(A+B).

N+A—B:{

On peut les résumer en une seule
N+a+b=N+(a+b)

dans laquelle a et b sont des quantités algébriques.

En effet si a et b sont positifs et égaux & +A et +B on a

N+A+B=N+(A+B),

10

~~ o~~~
—~ \©)
— — ~— —

c’est la formule (1). Si a est positif et b négatif, on peut les représenter

par +A et —B et la formule (3) revient a
N+A-B=N+(A—B)

ce qui est la formule (2), etc.

Généralisons. Supposons N assez grand pour que les opérations que

nous allons indiquer soient possibles, et soient ¢,d, ...

algébriques.
Aux deux membres de la formule

N+a+b=N+(a+b),

des quantités
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ajoutons ¢, nous aurons

N+a+b+c=N+(a+b)+c
=N+ (a+b+c),

aux deux membres ajoutons d, nous aurons

N+a+b+c+d=N+(a+b+ec)+d
=N+ (a+b+c+d);

donc en général :
Nta+b+...... +1=N+(a+b+...... +1).

Généralisons encore, et appelons quantités algébriques égales, celles
qui ont méme signe et méme valeur absolue.

Si lon a
N+a=N+d,
on aura
a=cda.
En effet a et o/ sont de méme signe, car si ’on avait a = +a, o/ = —b
on aurait
N+a=N-0»

ce qui est absurde; si 'on suppose a et o’ positifs et égaux & a et a b
on a
N+a=N+0b, a=b, a=d, etc.

Une somme algébrique a +b+---+1 ne change pas de valeur quand
on intervertit 'ordre des parties a,b,...,I.
En effet on a vu que

N+a+b=N+(a+Db),
N+b+a=N+(b+a),
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et comme a +b=b+a, on a

N+a+b=N-+b+a.
Il en résulte que
N+a+b+c=(N+a)+b+c=(N+a)+c+b=N+a+c+b,

donc

N+a+b+c+d=N+a+b)+c+d
=(N+a+b+d+c=N+a+b+d+ec

et en général si N est assez grand
N+a+b+...... +k+1l=N+a+...... +1+k.

Un polyndéme ne change donc pas de valeur quand on intervertit [’ordre
de ses deux derniers termes.

En ajoutant successivement m,n,... aux deux membres de la for-
mule précédente, on a

N+a+b+--+k+l+m+--=N+a+-+l+k+m+...

ce qui prouve que : un polynéome ne change pas de valeur quand on
intervertit 'ordre de deux termes consécutifs quelconques, pourvu que
I’on ne touche pas au premier, et par suite on peut placer les termes
dans un ordre arbitraire, pourvu que le premier reste a sa place (et soit
assez grand). Maintenant on a

N+a+b=N+(a+b),
N+a+b+c=N+(a+b)+c=N+(a+b+c),

et en général

N+a+b+...... +1=N+(a+b+...... +1). (1)
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Or on a vu que l'on pouvait intervertir I'ordre des termes d’un poly-
noéme, donc

N+a+b+...... +I=N+I+b+...... +a, (2)

et

Nous généraliserons encore en donnant le nom de polyndme & une
somme algébrique quelconque, et nous pourrons dire que la valeur d’un
polynome quelconque ne dépend pas de l’ordre de ses termes.

Pour trouver la valeur d’un polyndéme on peut grouper les termes
arbitrairement, ainsi on a par exemple

at+btetdt...... tl=a+b+c+d) +...... + (k+1),
en effet
a+b+c+d=b+c+d+a=(b+c+d)+a=a+ (b+c+d),

par suite

Il en résulte que pour trouver la valeur d’un polynoéme, on peut,
en appelant pi,po,... les termes positifs, ni,na,... les termes négatifs,
I’écrire ainsi
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et 'on voit que sa valeur s’obtient en ajoutant, d’une part les termes
positifs, d’autre part les termes négatifs, puis en faisant la différence des
sommes trouvées et en donnant au résultat le signe de la plus grande.
Donc pour changer le signe d’un polynéme, il suffira de changer les
signes de tous ses termes.
Soustraire une quantité algébrique b d'une autre a, c’est trouver une
quantité c telle que

a=>b+c, alorson écrit c=a—0b.

Pour faire la soustraction, il suffit de changer le signe de la quantité a
soustraire et de ’ajouter a l'autre, ainsi par exemple :

A—(-B)=A+B
car
A+B-B=A.

La soustraction algébrique ne peut se faire que d’une seule maniére,
car si l'on avait
c=a—b, d=a—-b

on aurait

a="b+c, a=b+c
b+c=b+c

ce qui n’est possible, comme on I’a vu, que si ¢ = ¢.

Pour ajouter un polynéme, ou une somme algébrique a une quan-
tité algébrique, il suffit de lui ajouter successivement les parties de la
somme.

Car
a+(b+c+d)=0b+c+d+a=b+c+d+a=a+b+c+d.

Corollaire. — Pour retrancher une somme, il suffit de changer les
signes de ses termes et de les ajouter successivement.
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M. Méray, dans son remarquable opuscule sur les quantités dirigées,
appelle somme de quantités algébriques la différence des valeurs abso-
lues des sommes des termes positifs et négatifs, précédée du signe de la
plus grande de ces sommes; il en conclut qu'une somme, en vertu de
cette définition, ne change pas de valeur quand on intervertit ’ordre de
ses termes, mais il reste a prouver que

atbtct+d= (((a+b)+c)+d)

ce qui résulte pour nous de notre définition du mot somme.

LES NOMBRES

On appelle nombre une locution et un signe qui la représente, destiné
a désigner avec précision une quantité et toutes celles qui lui sont égales,
de maniére a les distinguer nettement de celles qui sont plus grandes
ou plus petites.

Il reste & prouver que cette désignation est possible (1).

Si l'on choisit arbitrairement une quantité bien connue, parmi toutes
les quantités de méme espéce, et si on 'appelle unité, toutes les quan-
tités égales a 'unité seront désignés ou, comme l'on dit, mesurées par
le mot un.

On a donné des noms a toutes les quantités résultant de ’addi-
tion d’'unités, on a ainsi créé les mots un, deux, trois... et des signes
1,2,3,... qui sont les nombres entiers. Je n’ai pas a examiner ici les
regles que l'on a suivies pour soulager la mémoire et retenir les noms
des nombres entiers, il y en a un grand nombre, et on pourrait en ima-
giner beaucoup d’autres. Je retiens seulement cette définition :

Les nombres entiers sont ceux qui servent a désigner avec précision,
ou comme l'on dit & mesurer les quantités obtenues en ajoutant des
unités.

M. Tannery a reproché & notre définition, que le mot quantité n’était pas dé-
fini, j'espére que, s’il veut jeter un coup d’ceil sur ce qui précéde, il voudra bien
reconnaitre que le mot quantité, au contraire, est parfaitement défini.



LES NOMBRES 16

Bien que nous n’ayons pas encore montré comment on pouvait dési-
gner les quantités ne résultant pas de ’addition d’unités, nous pouvons
poser les définitions et remarques suivantes :

Mesurer une quantité c’est dire comment on peut la former avec
I'unité et la distinguer de celles qui ne lui sont pas égales, au moyen
d’un nombre. Deux nombres a, b sont égauz, quand ils représentent des
quantités égales, et par suite cette égalité entre deux nombres est une
identité.

Un nombre a est plus grand ou plus petit qu'un autre b, quand la
quantité mesurée par a est plus grande ou plus petite que la quantité
mesurée par b.

La somme des nombres a, b, c, ... est le nombre qui mesure la somme
des quantités mesurées par a,b,c,... (?).

Les nombres sont d’apres ces définitions de véritables quantités
puisque leur égalité et leur addition est définie.

La soustraction des quantités ayant été définie, celle des nombres
est.

Je n’examine pas ici comment on procéde pour effectuer réellement
I’addition et la soustraction des nombres, il me suffit de concevoir la
possibilité de ces opérations en ce qui concerne les nombres entiers. Il
ne sera peut-étre pas inutile de montrer que le prétendu axiome :

Une différence de deux quantités ne change pas quand a chacune
d’elles on ajoute une méme quantité
se démontre trés facilement de la maniére suivante.

Soit d la différence de a et b, en sorte que

a=0b+d;
en ajoutant une méme quantité ¢ a a et a b+d on a

at+q=>b+q+d,

2Les définitions que I’on donne dans les traités d’arithmétique n’ont pas de sens.
Exemple : «Ajouter plusieurs nombres, c’est les réunir en un seul qui les contienne
tous!!», il faudrait dire comment on les réunit.
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et, comme on obtient a + ¢ en ajoutant d a b+ ¢, d est par définition la
différence entre a + q et b+ g, comme elle I'est entre a et b.

Du reste cette proposition a été déja implicitement démontrée,
puisque nous avons prouvé que l’on pouvait grouper arbitrairement les
termes d’une somme algébrique, ainsi

(a+q)—(b+q)=a+q—b—gq=a+q—qg—b=a—0b.

MULTIPLICATION ET DIVISION

Multiplier une quantité par un nombre entier, c’est ajouter autant
de quantités égales a celle-1a qu’il y a d’unités dans I'entier considéré.

La quantité que 'on ajoute ainsi a ses égales est le multiplicande,
I’entier égal au nombre de parties ainsi ajoutées porte le nom de mul-
tiplicateur, et la somme obtenue est le produit du multiplicande par le
multiplicateur, qui sont les facteurs du produit.

Le multiplicande peut d’ailleurs étre un nombre.

On démontre dans tous les traités d’arithmétique, qu’un produit de
plusieurs nombres (facteurs) ne change pas quand on intervertit 'ordre
de ces nombres.

La multiplication est donc & un double point de vue une addition :
1° par définition; 2° parce que c’est une opération indépendante de
I’ordre dans lequel on combine les objets sur lesquels on opére. Si 'on
se place au second point de vue, I'objet nul est le nombre un, car mul-
tiplier une quantité ou un nombre par un, c¢’est ne lui faire subir aucun
changement.

Cette remarque a une trés haute portée philosophique, et bien
qu’elle ne soit pas faite, et pour cause, dans les traités d’arithmétique,
elle donne la clef et la véritable origine des logarithmes. Je dis et
pour cause, car ces traités ne donnant pas la véritable définition de
I’addition, il était impossible d’en tirer une conclusion.

On apprend dans les traités d’arithmétique, a abréger 'opération
que nous avons appelée multiplication ; mais ceci n’ayant rien d’essentiel
pour le but que nous poursuivons, nous laisserons cette question de coté.
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Diviser une quantité (qui le plus souvent est un nombre) appelée
dividende, par un nombre appelé diviseur, c’est trouver deux nombres,
I'un appelé quotient, qui indique combien on peut ajouter de quantités
égales au diviseur pour former une somme au plus égale au dividende,
et 'autre appelée reste qui indique ce qui reste.

Ceci sera plus clair en indiquant la maniére d’opérer : soit D le
dividende et d le diviseur on retranchera d de D. Si le reste est supérieur
a d on en retranchera encore d, et ainsi de suite, jusqu’a ce que le reste R
soit moindre que d; R est alors le reste cherché et si 'on a effectué
q soustractions, ¢ sera le quotient, le dividende d est donc égal a ce que
I'on en a retranché, c’est-a-dire d x ¢ plus le reste.

Le lecteur connait la définition des mots multiple, diviseur, etc., il
sait faire une division; mais peu importe, pour faire une division on
peut suivre la méthode classique, on peut en suivre d’autres, cela m’est
indifférent, je demande seulement qu’on m’accorde la possibilité de faire
I'opération.

LES NOMBRES FRACTIONNAIRES

Supposons que 'on ait choisi une unité, et soit A une quantité a me-
surer, c’est-a-dire que I’on éprouve le besoin de désigner avec précision,
ainsi que celles qui lui sont égales, de maniére a ne pas la confondre
avec les autres.

Si A résulte de ’addition d’unités, nous savons comment on peut le
mesurer au moyen d’un nombre entier ; mais s’il en est autrement voici
comment on pourra procéder, sans affirmer pour le moment que 1’on
réussira.

On partagera I'unité en parties égales, c’est-a-dire que 1'on consi-
dérera des quantités égales qui ajoutées donneront 'unité, ces parties
sont dites aliquotes.

Commencons par partager I'unité en deux parties égales, s’il arrive
que A se compose d’un certain nombre n de ces parties, on dira que
A est mesuré par le nombre g, .... Sl faut partager 'unité en m parties
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égales pour que A résulte de l'addition d'un certzqmlin nombre n de ces
parties, on dira que A est mesuré par le nombre —. Ces nombres tels

m
que — sont des nombres fractionnaires (ou des fractions proprement
m

dites s’ils sont moindres que un).

Ainsi on appelle nombres fractionnaires, ceux qui mesurent les quan-
tités obtenues en ajoutant des parties aliquotes de I'unité (1).

Les propriétés des fractions résultant de cette définition, je n’ai pas
a répéter ici ce qui est fort bien dit ailleurs, mais je dois encore définir la
multiplication pour ne laisser aucun équivoque entre le lecteur et moi.

Multiplier une quantité par une fraction %, c’est prendre m fois la

n® partie de cette quantité; en faisant cela le produit est formé avec le
multiplicande, comme le multiplicateur est formé avec I'unité.

Remarque, au fond et en soi, parfaitement inutile ; mais qu’il faut
signaler, parce que l'on a voulu faire de cette propriété la définition
méme de la multiplication, ce qui est absurde, et en effet on peut for-
mer le multiplicateur de bien des maniéres avec I'unité, et en formant
le produit d’'une quelconque de ces maniéres avec le multiplicande on
n’obtient pas toujours le méme résultat.

Je ne voudrais pas abandonner ce sujet, sans critiquer une nouvelle
définition des nombres fractionnaires qu’on tend & imposer a la nouvelle
génération.

Il y a, comme je I'ai déja fait observer ailleurs, deux espéces de
définitions. Les unes ont pour but de fixer dans ’esprit une notion que
nous possédons antérieurement, notion trés claire, mais qui a besoin
d’étre précisée par une propriété fondamentale de 1’objet défini, parce
que cette propriété doit entrer comme élément dans un raisonnement.

La définition n’a alors rien d’arbitraire, et dans cette définition on
doit immédiatement reconnaitre ’objet défini. Si je définis le mot frac-
tion ; comme nous savons tous ce que c’est qu’une fraction, il ne faut
pas que j'en donne une définition bizarre, qui, bien que logiquement

1Je fais ici une hypothése : L’unité peut étre partagée en parties égales, s’il n’en
est pas ainsi, notre théorie n’a pas sa raison d’étre.
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exacte, nous donne a prior: une idée qui semble en contradiction avec
la réalité.

Sans doute, logiquement on peut dire qu’'une fraction est I’ensemble
de deux entiers séparés par une barre (?), donner a ’ensemble de ces
deux nombres certaines propriétés fondamentales qui en feront ce que
nous savons étre une fraction.

On peut encore considérer % comme une sorte de symbole imagi-

naire, ne représentant qu’une impossibilité, mais pouvant entrer utile-
ment dans les calculs.

Ces considérations, logiquement exactes, sont antiphilosophiques et
ne peuvent que fausser ’esprit des malheureux auxquels on les enseigne.

Une remarque qui a son importance. — Nous avons déja observé que
la multiplication est une des formes de I’addition, donc a tout théoréme
relatif a 'addition correspond un théoréme relatif a la multiplication,
qu’il n’y a pas besoin de démontrer de nouveau. Exemple :

Une différence ne change pas quand on ajoute une méme quantité
a ses deux termes. Donc :

Un quotient ne change pas quand on multiplie le dividende et le
diviseur par un méme nombre.

Dans la théorie de la multiplication les nombres négatifs sont les

1
nombres de la forme —.

a
Il y a en arithmétique comme en géométrie une loi de dualité.

LES INCOMMENSURABLES

Il me reste & montrer comment on peut mesurer les quantités que
I’on ne peut pas obtenir en ajoutant des parties aliquotes de 1'unité, et
j’aurai pleinement justifié la définition que j’ai donnée du nombre.

2Quelques personnes, parmi lesquelles se trouvaient des dames dont la culture
intellectuelle avait été trés développée, et auxquelles je racontais que plusieurs pro-
fesseurs définissaient de cette maniére les nombres fractionnaires, non seulement ont
refusé de me croire, mais méme ont pensé que je voulais les mystifier.



LES NOMBRES 21

Je vais avoir besoin de deux principes qui pour étre compris n’ont
pas besoin d’étre démontrés, mais seulement expliqués.

Une quantité qui varie de maniére a différer d’'une quantité fixe,
d’aussi peu que 'on veut, a cette quantité fixe pour limite. Ainsi on
appellera limite d’'une quantité variable V, une quantité fixe L telle
que la valeur absolue de V — L puisse étre supposée moindre que toute
quantité donnée, si petite que I’on voudra. Suivant les cas V pourra ou
ne pourra pas devenir rigoureusement égale a L.

Premier principe. — Si N est un nombre croissant de maniére a

) 1 ) - L.
dépasser tout nombre donné, — aura zéro pour limite. Car — décroit

quand N croit et quand N est un entier suffisamment grand la N¢ partie
de I'unité devient aussi petite que I'on veut et moindre qu’une quantité
donnée § ; en effet en ajoutant ¢ un nombre de fois suffisamment grand
& lui-méme on finira par obtenir un nombre qui dépassera 'unité, en
appelant N le nombre de fois on aura

1
Né>1 0> —.
> 1, > N

Deuxiéme principe. — Si une quantité variable V croit sans cesse en
restant inférieure & une quantité fixe A elle a une limite au plus égale
a A, qui est la plus petite des quantités qu’elle ne peut surpasser. De
méme quand une quantité V décroit sans cesse en restant supérieure a
une quantité fixe A elle a une limite au moins égale a A.

Soit maintenant A une quantité qui ne puisse s’obtenir en ajoutant
des parties aliquotes de I'unité. Partageons l'unité en m parties égales
si c’est possible, A sera compris par exemple entre n fois et n + 1 fois
I'unité. Si m est assez grand, on aura une idée assez exacte de cette

quantité A et de celles qui lui sont égales, en disant qu’elle est comprise
n+1

entre deux quantités mesurées par les nombres — et ; et si 'on

m m
appelle commensurables tous les nombres entiers ou fractionnaires, on

donnera une idée exacte de la quantité A si I'on indique un moyen de
calculer tous les nombres commensurables, mesurant les quantités plus
grandes que A et les nombres commensurables mesurant les quantités
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plus petites que A. Et en effet si 'on fait cela, on apprendra que A est
compris entre les n m™® et les n4+1 m™* de 'unité, m étant aussi grand
que l'on voudra, et si 'on pouvait ainsi définir une autre quantité B
différente de A, la différence B — A serait par exemple supérieure & la
u™e partie de I'unité et B ne pourrait pas alors étre compris entre les
v et les v+ 1 u™ parties de 'unité, si A était déja compris entre ces
limites.

Le nombre ainsi défini est dit incommensurable, et A est incommen-
surable avec I'unité.

En général deux quantités sont incommensurables, ou n’ont pas de
commune mesure, quand 1'une étant prise pour unité, 'autre est incom-
mensurable avec celle-ci.

On peut dire qu’un nombre incommensurable est la limite commune
aux nombres commensurables plus grands et plus petits que lui; les
premiers allant en décroissant et les seconds en croissant sans cesse.

CALCUL DES NOMBRES INCOMMENSURABLES

L’addition et la soustraction ont été définies d’une maniére générale,
mais la multiplication et la division n’ont encore aucun sens quand il
s’agit de nombres incommensurables.

On définira comme il suit le produit a x b. Soient o et o deux
nombres commensurables et variables tels que

a<a<d,

le premier croissant, le second décroissant, et ayant pour limite com-
mune a. Soient 8 et 3 deux nombres choisis d’'une maniére analogue
relativement a b.

Les produits af et /3 iront, le premier en croissant, le second en
décroissant ; un nombre «f restant constamment inférieur a un quel-
conque, bien déterminé, des nombres o'’ ; les nombres o ont donc
une limite, les nombres /3 aussi, pour une raison analogue. Ces deux
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limites sont égales; en effet, posant
o =at+w,  f=PF+y

on a
o =aB+ ay + Bx + xy.

Or z et y différent de zéro d’aussi peu que 'on veut, o/ et o différent
I'un de l'autre d’aussi peu que 'on voudra, et par suite de la limite
de af, par exemple; a3 et o/3F ont donc la méme limite.

Le quotient de 5 pourra étre défini comme un nombre ¢, tel que

a = bg;

il faut montrer que g existe or il est facile de prouver en raisonnant
/

comme tout & lheure que — et 2 ont méme limite q. Si 'on pose

ﬁ’ g
a=a—zx, F=b+y, =qg—2z,001a4a

ﬁ
a—z=(b+y)(q—2)

et on voit que bq différera de a d’aussi peu que ’on voudra, donc, etc.
Il reste & montrer comment sachant a%procher de a, b autant que I'on
voudra, on pourra obtenir a+b, a—b, ab, — avec telle approximation que

I’on voudra. C’est 1a une question qui dépend de la théorie générale des
erreurs et que j’ai traitée d’une maniére entierement rigoureuse, dans
ma Théorie des opérations financiéres. (Encyclopédie des aide-mémoire
Léauté.)

Etant donné un systéme quelconque de quantités, il peut arriver
que, aprés avoir choisi une unité, et procédé comme nous venons de le
faire, on ne parvienne a désigner avec précision qu'une partie seulement
des quantités considérées. Ce systéme est alors ce que 'on appelle un
systéme de quantités complexes, et pour les désigner toutes on est obligé
de choisir une, quelquefois deux, trois... nouvelles unités; en appelant
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i,7,... ces unités, toute quantité pourra se représenter par un symbole
tel que

at+bj+ ...
i,J,... sont alors des unités complexes, mais je n’ai pas 'intention d’en-

trer ici dans les détails d’'une théorie exposée ailleurs.

ENCORE LES QUANTITES ALGEBRIQUES

On a pu remarquer comment, méme avant l'introduction de 'idée
de nombre, s’imposait la notion de quantité négative, pour simplifier
le langage. Nous allons retrouver le besoin de faire usage des quantités
algébriques en étudiant les opérations sur les polynémes. On a souvent
besoin de multiplier une expression de la forme

N+A+B+...

par une autre de méme forme, N, A, ... désignant des nombres et I'opé-
ration indiquée étant arithmétiquement possible. Si I'on se place au
point de vue didactique, il ne sera pas inutile de considérer deux cas
particuliers tres simples (4—3)(5+2), (4—3)(5—2) et de montrer comme
il serait difficile d’arriver directement a une regle générale, sans faire
usage du langage algébrique pour condenser le raisonnement, méme en
supposant les termes des polyndémes que 'on considére entiers.

Sur ces exemples, on fera entrevoir la simplification introduite en
faisant la convention suivante :

On appelle produit de deux quantités algébriques le produit de leurs
valeurs absolues précédé du signe commun, si elles sont de mémes signes,
et du signe — si elles sont de signes contraires. Alors pour multiplier
deux bindmes dans le cas ou les valeurs absolues des termes sont en-
tiéres, on voit qu’il suffit de multiplier chaque terme du premier algé-
briquement par chaque terme du second, et d’ajouter, algébriquement
aussi, les produits obtenus.

Cet énoncé en condense un grand nombre d’autres, et il est alors
naturel de se demander si I'on ne pourrait pas profiter des avantages
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que l'on a retirés des considérations algébriques pour simplifier I’énoncé
des résultats, et appliquer ces considérations a la démonstration des
théorémes découverts, et méme a leur généralisation.

En se placant sur le terrain algébrique, on observera que pour mul-
tiplier un polynéme quelconque positif

N+a+b+c+d,
ou N est suffisamment grand, par un entier, 3, cela revient a former

N+a+b+c+d+N+a+b+c+d+N+a+b+c+d,

ou 3N +3a + 3b+ 3c+ 3d. Pour le multiplier par une fraction %, il faudra

3
en prendre les T le quart est

N+a+b+c+d
4 4 4 4 4

car en multipliant ce nouveau polynéme par 4, on reproduit 1’ancien,

3
et les 1 du polynome seront

zN—i-%ajL%b—l-zc%—gd.

Si le multiplicateur est incommensurable, on le remplacera par un
des nombres o commensurables plus petits que lui, puis par un des
nombres commensurables plus grands et on passera aux limites. On
verra ainsi que pour multiplier un polynoéme représentant un nombre
positif (arithmétique) par un nombre, il suffit de multiplier les termes
du polynéme par ce nombre en conservant les signes, c’est-a-dire en
observant la régle des signes.

Si 'on veut multiplier un polynéme négatif par un terme positif,
on multipliera la valeur absolue du polynéme par le mondéme et on
changera le signe du résultat. Or il est facile de voir qu’en opérant ainsi
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cela revient & multiplier chaque terme du polynéme par le monéme,
algébriquement, et a ajouter algébriquement les produits ainsi obtenus,
etc.

La considération des quantités négatives s’impose donc, comme
moyen d’abréger le langage et avant toute interprétation concréte; et
sans qu’il soit nécessaire de faire de nouvelles hypothéses ou de poser
des axiomes trés évidents.

LES LOGARITHMES

Les nombres sont de deux maniéres différents des quantités. On
peut en effet définir leur addition de deux maniéres différentes : 1° &
la maniére ordinaire ; 2° en considérant leur multiplication comme une
addition, car un produit jouit de la propriété

abc...=bca---=...

abed ... = ((ab)e)d. . .;

I’'objet nul est le nombre 1.

En se placant a ce second point de vue on peut représenter les
nombres, les mesurer comme il suit :

On choisira I'un d’eux B pour unité, on lui donnera, pour éviter
toute confusion, le nom de base et on le représentera par le symbole [1],
alors 1 étant l'objet nul sera représenté par [0]. Les nombres entiers
résultant de l’addition d’unités, a savoir B2, B?,... seront représentés
par [2],[3],....

Si un nombre A ne résulte pas de I'addition d’unités (n’est pas de
la forme B"), on partagera (') I'unité B en n parties égales a VB et
I'on dira que A contient m de ces parties et est égal a ¥/Bm; il sera

P . m
représenté par [ } .
n

] faudra d’ailleurs démontrer que les nombres considérés au second point de
vue, peuvent étre partagés en parties égales, ot que /B existe.
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Il pourra arriver que A ne puisse pas se mettre sous la forme /B,
alors le nombre représentant A sera incommensurable (dans la nouvelle
numération) et on le définira a la maniére ordinaire.

Les nombres [p] sont ce qu’on appelle les logarithmes des nombres p
dans la base B et l'on a

[p] + 4] = [pql;

toute la théorie des logarithmes est contenue dans cette formule (?).

CONCLUSION

En précisant la notion de quantité et la notion de nombre, en don-
nant de bonnes définitions de ces mots, on assoit, on voudra bien le
reconnaitre, la théorie des nombres ou la mathématique pure, sur des
bases absolument inébranlables. Et maintenant si 'on veut comparer
notre maniére de procéder avec celles de MM. Tannery, Méray, Cosse-
rat, on voudra bien accorder que la nétre :

1° Est toute aussi simple et certainement plus accessible aux jeunes
intelligences qui ne sont pas familiarisées avec les subtilités de la méta-
physique ;

2° Qu’en refusant de fonder la théorie des nombres sur la considé-
ration de la quantité, on n’en est pas moins obligé, pour arriver a faire
une application quelconque, & refaire au moins 1’équivalent de ce que
nous avons commencé par faire au début ;

3° Que la mathématique étant la science qui a pour but 1’étude des
relations exactes et nécessaires de grandeur, de forme et de position
des objets accessibles a nos sens, MM. Tannery, Méray et Cosserat ne
font pas des mathématiques, mais de la métaphysique. C’est évidem-
ment leur droit; je leur accorde méme qu’au point de vue purement
esthétique, leurs méthodes ont certainement quelque chose de sédui-
sant, mais elles sont beaucoup moins simples et moins naturelles que

2Si I'on veut changer de base, c’est-a-dire d’unité, il faudra multiplier les

1
nombres [n] par le nombre {B} .
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les notres et, sous une apparente rigueur, elles ne sont peut-étre pas
toujours a ’abri de quelques objections.

Si le lecteur pouvait m’adresser la parole, il me demanderait sans
doute, si chargé d’enseigner les mathématiques, mon cours serait
conforme a ’exposé de mes doctrines.

A cela je répondrai que si j’enseignais I'arithmétique a de jeunes en-
fants qui n’ont jamais fait de mathématiques, je leur définirais la quan-
tité et le nombre, le nombre entier et le nombre fractionnaire comme je
’ai fait, mais je postulerais la plupart des théorémes que j’ai démontrés.

Que si javais, au contraire, a faire un cours d’algébre, je croirais
devoir me conformer entiérement a la facon dont je viens de présenter
les choses.

Que si enfin j’avais & professer un cours d’arithmologie ou d’arith-
métique supérieure, je croirais devoir me placer au point de vue de
M. Tannery, car dans un pareil cours le nombre entier joue le role pré-
pondérant, et tout gravite autour de lui.




LA PANGEOMETRIE

ET L’EXAMEN DES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA GEOMETRIE

On donne le nom de pangéométrie & une branche de I'analyse pure,
qui emprunte a la géométrie son langage figuré pour exprimer des idées
et des faits qu’il serait trop long de traduire en langage ordinaire.

Dans ce qui va suivre, les mots tels que point, ligne, surface, dépla-
cement, vont recevoir une signification tout autre qu’en géométrie, je
prie le lecteur de vouloir bien faire table rase de toutes les notions qu’il
a pu acquérir dans cette science, et de ne pas s’étonner des contradic-
tions qui pourraient se présenter tout d’abord entre nos théories et ses
préjugés.

Je dois aussi le prévenir que le sinus, le cosinus et la tangente d’un
nombre seront pour nous, non pas les lignes dont on étudie les propriétés
en trigonométrie, mais les fonctions définies par les séries convergentes

On démontre, sans faire usage de considérations géométriques, (voir
mon Traité d’Analyse, t. 1), que ces fonctions jouissent de toutes les
propriétés dont jouissent les lignes qui portent le méme nom en trigo-
nomeétrie ; 7 est alors le nombre défini par la série

11
—4(1-4+-—...
i)

que l'on peut transformer de bien des maniéres.
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LES ESPACES ET LEURS DIMENSIONS

Un ensemble de n quantités z1,zo,...,z, sera ce que nous appelle-
rons les coordonnées d’'un point dans ’espace a n dimensions.

Si les coordonnées x1, xs,...,x, d'un point sont fonctions d’un seul
parameétre ¢ (qui pourra étre 'une des variables z1, ..., z,) on dit que le
point x1,x9,...,x, décrit une ligne ou une variété, ou méme un espace
a une dimension.

Six1,x9,...,7r, sont fonctions de deux variables indépendantes, ¢, u,
on dit que le point z1,...,z, décrit une variété ou encore un espace a
deux dimensions.

Si x1,x9,...,x, sont fonctions de trois variables indépendantes, on
dit que le point x1,xs,...2, décrit une variété ou un espace a trois
dimensions, etc.

Une variété a n — 1 dimensions est une surface ou une hypersurface.
Un espace a plus de trois dimensions est un hyperespace.

Une variété a p dimensions est continue quand les coordonnées d'un
quelconque de ses points sont fonctions continues des p paramétres dont
elles dépendent.

Une figure est un ensemble de variétés de mémes dimensions ou de
variétés de dimensions différentes (points, lignes, etc. .. ).

On dit qu'une variété est le lieu des points dont les coordonnées
satisfont & son équation, ou a ses équations. On dit aussi qu’une va-
riété contient les points dont les coordonnées satisfont a ses équations.
On dit enfin que des variétés se coupent ou se rencontrent quand elles
contiennent un ou plusieurs points communs en nombre fini ou infini,
formant une variété a 0 ou & un nombre quelconque de dimensions.

Si les coordonnées d’'un point xy, o, ..., x, sont fonctions linéaires
d’un méme parameétre variable ¢, qui peut étre l'une des variables
T1,T9,...,Tn, o0 dit que ce point décrit une droite. Ainsi les équations

Ty =0a1+o1t, x92=ags+ast, ..., Tp=an+ anl
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représentent une droite. Ces équations peuvent se mettre sous la forme

T1—a1  Ty—ay Ty —ay
ar o an
ou méme
Iy —ay _ Tp — Qp
kay  kap,
Elles sont toujours satisfaites pour les mémes valeurs de z1, ..., x, et
représentent toujours la méme droite, le méme lieu. aq,aq, ..., a, sont

les coefficients directeurs de la droite.

Une équation du premier degré représente ce que 'on appelle un
plan.

La théorie des équations linéaires peut se résumer comme il suit, en
employant le langage de la pangéométrie : n équations linéaires entre
n inconnues ont en général une solution et une seule.

n plans dans l'espace a n dimensions ont, en général, un et un seul
point d’intersection.

Si cependant le déterminant A des coefficients des coordonnées est
nul, sans autre condition, ces plans ne se coupent plus, & moins que
I'un des déterminants obtenus en remplacant, dans le précédent A, une
ligne par les termes indépendants des coordonnées ne soit nul ; les plans
se coupent alors en une infinité de points située sur une droite (variété
a une dimension) car les n équations de nos plans se réduisant a n — 1
distinctes, n — 1 des coordonnées deviennent fonctions de I'une d’elles.

Si tous les mineurs du déterminant A sont nuls, les plans peuvent
n’avoir aucun point commun, ils peuvent aussi se couper suivant une
variété & deux dimensions, etc.

Au fond, il ne faut voir dans ces propositions qu’une maniére imagée
de représenter des faits parfaitement réels ; on appréciera seulement plus
tard les avantages de la pangéométrie.
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DEPLACEMENTS EUCLIDIENS

Si 'on désigne par w1, zs,...,x, les coordonnées d’un point quel-
conque M d’une figure F, si I'on pose

1 =p1(Y1,Y2, -3 Yn)s  -oes Tn=On(Y1,Y2, -, YUn)

et si 'on suppose que l'on puisse résoudre ces équations par rapport
aux y ; au point M (z1, 22, ..., z,) de la figure F correspondra un point N
de coordonnées y1,¥s, ..., yn, appartenant & une autre figure G; G est
la transformée de F par la substitution (1).

Si la substitution (1) contient des paramétres variables, on pourra,
en faisant varier ces paramétres d’une facon continue, transformer F en
d’autres figures, en différant infiniment peu, si les paramétres varient
infiniment peu; il y a plus, pour certaines valeurs des paramétres, les
figures F et G pourront étre identiques, de sorte que la figure F se
trouvera parmi les transformées.

Il peut méme arriver qu’en effectuant sur la figure G la substitution

ylZSDI(ZleQ?"'aZn)’ SRR ynZSOn(Zl?ZZw--azn)’

on obtienne une des transformées de F, le cas est particuliérement in-
téressant et son étude approfondie a conduit & des résultats qui ont
révolutionné I'analyse et la géométrie.

Parmi les substitutions dont nous venons de parler, les plus simples
sont les substitutions orthogonales. Rappelons rapidement leurs pro-
priétés : Une substitution orthogonale est définie par les équations

1= anyr + a2y2 + ... + a1pyn + b1,
To = a21y1 + a22y2 + ... + aYn + ba, (1)
Tp = An1Y1 + Ap2y2 + ... + QpnYn + bp;

les b, sont arbitraires, mais on a entre les a;; les relations

0 siizy,
a1;a15 + a2ia25 + - -+ + Apilpj = 1 L
sii=j.
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On en conclut

2
(Z +aisa99 ... ann) =1

A= E ianagg...am

est égal &1 ou a —1. Lorsque A = 1, la figure qui a été transformée par la
substitution orthogonale est dite avoir subi un déplacement euclidien.
Ce déplacement est une translation quand les a;; sont nuls et les a;;
égaux a 'unité, et une rotation quand les b sont nuls.
Supposons A =1 et posons

en sorte que

z1=anyr+ ...+ ainYn,

Zn =0n1Y1 + ... + GnpYn-

En vertu de (2) on aura

et
Y1 = a11z1 + ag1zg + ... .. + an12n,

Yn = A1nZ1 +Aop2o + ... ... + AnnZn,

ce qui, en vertu de I'identité (4), exige que

0 stiz2y,
a31a51 + .. + QinQGjn = .. .
1 s1i=7.

On remarquera qu'il suffit pour que (3) et (5) soient orthogonales
que
SRS
Quand on connait deux substitutions orthogonales

...... , Ti=aiayYrt ...+ QinYn, ...

/ /
...... s Yi=anR1t e T AR,
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on en déduit une troisiéme en éliminant les y entre ces équations, ce
qui donne par exemple

...... , xTi=bpuz1+......4+bnzn, ... (6)
Cette derniére est bien orthogonale car on a

doai=> "y
dy=> 7

et par suite

2 _ 2
gxl-—g 2

ce qui prouve, en vertu de la remarque que nous venons de faire, que
la substitution (6) est orthogonale.

On peut former comme il suit une substitution orthogonale.

Soit b;; = —bj; et bi; = 0; posons

1 —y=bu(ri+y)+...... + bin(Tn + Yn),
xn_yn:bnl(x1+y1)+ ----- +bnn($n+yn)a
on a en multipliant la premiére équation par z; +v1, ..., la derniére par

Tn + yn €t en ajoutant
D @ =yl = (bij + bji) (@i + yi)(xj +y5) =0,

donc Y- 22 =" y?, et par suite, si 'on résout le systéme (3) par rapport
aux x ou aux y, on aura une substitution orthogonale générale.

Nous ferons au sujet des formules (3) quelques remarques :

On peut se donner zi,...,x, €t yi1,...,y, et en déduire les b;;, et
nin—1)

bien que les équations soient a 5

Yt =3y

inconnues, on doit avoir
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Si 'on se donne n — 1 points

T11, T12y oevenn s Tin
o1, TO2y vvven , Ton

Yi1, Y12, ... ) Yin
Y21, Y22, ... ) Yon

on se donnera trop de conditions pour déterminer les b;;; voyons a
quelles conditions les points donnés et leurs transformés devront satis-
faire pour que les b;; existent.

Il est clair que n systémes obtenus en remplacant dans (1) z; et y;
par z;; et y;; devront étre satisfaits.

Considérons d’abord les n — 1 équations

z11 —yi =bu(ri +yi1) +...... + bin(T1n + Y1n),
xo1 — Y21 = bu1(xar +y21) + ... .. + bin(z2n + y2n), (4)
b11 étant nul elles sont & n — 1 inconnues bo, ..., b1, et elles admettront

une solution. Il en sera de méme des équations

r12 — Y12 = bar (w11 +y11) + ... + b2n (1 + Y1n),
T2 — Y22 = ba1(war +y21) + ... + ban(T2n + Y2n), (5)
pourvu que l'on ne considére que les n — 2 premiéres, car by; = —bia

est déja déterminé, et ainsi de suite. En résumé pour calculer les b, il
suffira de se donner

x11, x12, HA RTINS ) Tln,
Z22, €23, +onenn ) L2n,

Tn—1,n—-1, Tn—1,n,
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et les valeurs correspondantes des y. Dans ces conditions on aura

2 2
E Ly = E Yijs
quel que soit I'indice j.

Les systémes (4), (5), ... ont une solution et on peut grouper leurs
équations autrement.

Considérons donc d’abord les premiéres équations des systémes
(4), (5), ... si lon y adjoint

ZTin — Yin = bin(xnn +y11) + ... .. + bpn(T1n + Yin),

il faudra y adjoindre la condition

Z ;= Z Ui (a)

Considérons les secondes équations des systémes (4), (5), ..., on
pourra y adjoindre les conditions

L2n—1 —Y2n—-1 = ...,

Loan —Yon = - - -,

pourvu que 1’on ait d’abord

Zx%z = Zy%p (b)
Z(l’u - 962z')2 = Z(yu - 3/2z‘)27

ce qui, en vertu de (a) et (b), peut s’écrire
Z$1i$2z‘ = Zyuy%
et ainsi de suite.

De la résulte que a n — 1 points on peut faire correspondre n — 1
autres points donnés, pourvu que 1’on ait

Zl“zzj = Z«%ZJ
sz‘jiﬁkj = Zyijykj-

et
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DISTANCES

On appelle distance euclidienne, ou simplement distance de deux
points x1,...,x, et y1,...,yn, la quantité

V(@1 — )2 + (@2 — 1)+ + (20— yn)%

c’est un tnvariant de tout déplacement euclidien, c¢’est-a-dire une quan-

tité qui ne change pas quand on effectue sur la figure composée des deux

points une substitution orthogonale de déterminant 1 (et méme —1).
En effet si 'on pose

1 =b1 + a11£C/1 + ... ,
To =by + aglfL‘ll S T ,
y1=b1 + auyi + ... ,

on a
ml—ylzall(x’l—y’l)+ ...... R
xp—Yo=ao(z) —y))+...... ,

et si la substitution considérée est orthogonale, on a bien
(21— 91)* + (@2 = 92)* +..... = (@ =)+ (@b — ) + ...

c. q. f. d.

FIGURES EGALES

Deux figures sont égales, quand on peut transformer 1'une dans
I’autre au moyen d’un déplacement. Lorsque la transformation est faite,
on dit qu’on les a fait coincider.

Lorsque la distance de deux points A et B est égale a la distance de
deux autres points A’ et B, les figures AB et A'B’ sont égales.
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En effet une translation fera coincider les points A et A’, une autre
translation les fera coincider avec le point O de coordonnées 0,0, ...,0,
les points B et B’ coincideront alors avec deux autres points C et C’
et comme les distances de O et C, de O et C' sont égales, une infinité
de rotations permettront de faire coincider C et C’. Donc les figures
AB et A’B’ sont égales.

Si 'on appelle triangle la figure formée de trois points A, B, C, et si
I'on appelle cotés les distances AB,BC, AC; deux triangles ayant leurs
cOtés égaux deux a deux sont des figures égales, et en général dans
I’espace & n dimensions deux figures formées chacune de n + 1 points
dont toutes les distances sont égales deux a deux sont des figures égales.

ETUDE DE LA LIGNE DROITE

Par un point donné on peut faire passer une infinité de droites.
En effet si aq,...,a, sont les coordonnées du point donné, les droites

1 —al T2 — a2 Ty — Qp

_ — - (1)

(651 Q2 Qp

passeront par ce point et différeront entre elles par les paramétres ay :
a9 : ... 0.
Par deux points donnés passe une droite et une seule.
Si 'on exprime en effet que la droite (1) contient encore le point
b1,...b,, on a pour déterminer aj : asg : ...

by —ar by —as

(05} a9
Les aj : as : ... sont ainsi déterminés sans ambiguité, et 1’équation
de la seule droite passant par aq,as,...... et by,be,... est
T —al Tp — Gn
b e —

Ainsi deux droites qui ont deuz points communs coincident.
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Deux droites quelconques sont deux figures égales.

En effet, considérons deux droites, on peut faire subir & chacune
d’elles une translation qui les fasse passer par le point dont toutes les
coordonnées sont nulles. Soit

X . T2 il . xT9

a1 a s bl = b2 =

leurs équations, la premiére passe par le point A

al a9
V2 af > a
la seconde par le point B
b1 ba

5

ST T ,

tous deux a la distance 1 de leur point commun, une rotation fera
coincider les points A et B, elles auront alors deux points communs et
coincideront donc, etc.

Sur toute droite passant en A, il existe deux points B et B’ situés a
égales distances de A.

En effet soit
r1 — aq 9 — a9

= =...... =1
] 2
une droite, les points a; + aqt,as + ast, ... ; a; — ait,as — ast,... sont
tous deux & la distance
t a% + a% + ...

de A dont les coordonnées sont aq,as,... et ce sont les seuls points de
la droite située a cette distance de A, car la distance change avec ¢.

Soient by, be,...,by, les coordonnées de B; b,...,b, celles de B/, les

coeflicients directeurs de la droite seront & volonté

+ (CL1 - bl)7 j:(a2 - b2)7 ------ ) i(an - b’rL)
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Nous observerons que
o1 Qa2 Qp

3 R —— I 5 R —
V2o > o > o

sont inférieurs & 1 en valeur absolue, ce qui permettra de les désigner
respectivement par cos ¢, cos o, ..., cos ¢, et 'on aura

cos? p1+ cos? w2+ + cos? on =1 (1)

et les nombres p seront bien déterminés si on les suppose compris entre
0 et .
Les équations de la droite prennent alors la forme

1 =a1+tcospr, ...... , Ty = Qp + TCOS pp,

et comme en vertu de (1)

+t est la distance du point z1,...,xz, de la droite au point aq,...,a,.

Les points de la droite peuvent étre classés en deux catégories, les
uns seront fournis par les valeurs positives de t, les autres par les valeurs
négatives de t.

On obtient les points de la seconde catégorie en supposant ¢ posi-
tif mais en remplacant o1, 92,...,p, Par ™ — V1, T — P2, ... .. (ou par
T+ 1,7+ @a,...). On dit que les premiers sont situés dans la direc-
tion positive de la droite et que les autres sont situés dans la direction
opposée, et 'on peut évidemment prendre pour direction positive celle
que l'on veut.

ANGLES
Considérons deux droites, mettons leurs équations sous les formes

1 =ai1 +tcospr, ...... , Ty = G + tCOS o, (1)
y1 = by +ucosty, ...... , UYn = by + ucosp; (2)



LA PANGEOMETRIE 41

leurs directions positives sont alors déterminées. Il est facile de voir que
si 'on pose

cos'V = cos 1 cos 1 + cos pacosty + ... .. ~+ €OS ©y, COS Py,

cos V sera compris entre +1 et —1, et que cosV restera le méme quand
on déplacera la figure formée par les deux droites. En effet

cosV = (k1 —a1)(y1 —b1)+...... + (zn, — an) (Yn — bp)
ut
_ _Z[(‘xz —a; — Y + bi)Q — (z; — ai)2 — (yi — bi)2]
2ut

et
Z(l‘i —a; — yi + b;)?, Z(ffi —a;)?, Z(yi —b;)?

ne changent pas quand on fait une substitution orthogonale, de plus
cosV est inférieur & un, ou tout au plus égal a un, en valeur absolue.
On a en effet

(cos® o1 +cos® o +...... )(cos® 1y + cos® g + ... .. )
— (cos 1 cos 1 + cospa costhy + . ... .. )2

= Z(COS @i coshj — cos pjcosth;)? > 0

ou
1—cos?V >0,

le nombre V compris entre 0 et 7 qui a pour cosinus
COS 1 COS Y1 + COS P2 COS P + ... ... + €OS (py, COS Yy,

est ce que 'on appelle I’angle des deux droites, ou de leurs directions
positives.
Lorsque I'on donne les droites sous la forme

r1=a1 +tay, ...... ; r1=bi+uby, ......
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ou
xr1 —al Ty — Gp

aq (679

la direction positive n’est pas indiquée; on a alors

alﬂl + 042/32 + ..
N

et ’angle est a volonté V ou 7 — V.

Lorsque V = 0 ou , on dit que les deux droites sont paralléles, elles
sont de méme sens quand V = 0.

Lorsque V = E, on dit qu’elles sont dans des directions perpen-

cosV ==+

diculaires, si de plus elles ont un point commun on dit qu’elles sont
perpendiculaires 'une sur 'autre.

Par un point on peut toujours mener une et une seule parallele a
une droite donnée.

Soient cos 1, cos s, ... les cosinus directeurs de la droite donnée,
ai,as,... les coordonnées du point donné, cos,coss,... les cosinus
directeurs de la droite cherchée, ses équations seront

xr1 = a; +tcosyy, T9 =as +tcosy, ......
et I'on devra avoir
41 = cosyjcosyy +cospacostyg + ... ..
ce qui donne
1 = (cos 1 costhy + cos g costha +...... )2,
ou

Z cos? ©; Z cos? P — (Z COS (p; COS 1/11-) ’ =0,

Z(cos pj COS1j — COS Pj COS T/Jz')Q =0

ou
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ce qui ne peut avoir lieu que si
COS ; CO8 1 — cos ; cos P; = 0,

ou

2
COS (1 COS o > cos;

= =...... L
costy  cos \/ZTS@Z’?

La droite cherchée est donc bien déterminée, et a pour équations

==+1.

x1 = a1 + tcos p1, Tog=az +1tcospa, .......
Par un point donné by, bs,...,b,, mener une perpendiculaire sur la
droite.
r1 = a1 + tcosp, Tog =az +tcospa, .......
Supposons d’abord le point by,bs,..., sur la droite donnée et en
coincidence avec aq,as, ..., la droite cherchée aura pour équations
T1 = aj + ucosy, To = as +ucosy, ...... (1)

et I'on devra avoir
COS (1 COS 1 + COS P2 COS Yo + ... ... = 0; (2)

il en résulte qu’une infinité de droites répondent a la question car tous
les ¢ moins un sont arbitraires, si I’on élimine les v entre (1) et (2), on
aura une équation satisfaite pour tous les points des perpendiculaires
en question, ce sera leur lieu, ce lieu a pour équation

(1 —a1)cospy + (g —ag)cospa +...... =0,

et comme il est du premier degré c’est un plan. On dit qu’il est perpen-
diculaire & la droite (1). Donc par un point d’une droite on peut mener
un et un seul plan perpendiculaire a la droite.
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Supposons maintenant le point by, by, ..., hors de la droite donnée;;
par ce point menons le plan

(x1 —b1)cospr + (2 —ba)cospa+...... + (zy, — by) cos @, = 0.

Cherchons le point o il rencontre la droite, le ¢ de ce point sera donné
par la formule

Z(ai —b; +tcosy;)cosp; =0,
ou, comme
Z cos? p; =1,
t= Z(bl — a;) COS ;.

Les coordonnées du point de rencontre seront

ay + cos 1 Z(bl —a;)CoS Pi, ..., (3)
la droite passant par ce point et by,bs,... aura pour équation
r1 — b1

a; — by +cospr > (b —a;)cosp;

elle sera perpendiculaire & la proposée, car on aura
Z Cos ©; [ai — b; + cos p; Z(bj — a;) cos goj] =0
en effet cette formule se réduit a
Z(ai — b;) cos p; — Z(bj —aj)cospj =0,

ce qui est une identité.
La distance ¢ des points (3) et by, bs,... que l'on appelle distance
du point by,bs,... a la droite donnée, est donnée par la formule

62 = Z [(ai — b + cosg; Z(bj — aj) cos %)}
- Z[(ai — b;) cos p; — (a; — bj;) cos gpi]2.

2
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Cette distance § est la plus petite distance du point by,b2,... & un
point x1,x9,...,x, de la droite. En effet si 'on veut rendre
(iL’l _b1)2+ ($2—bg)2+ ...... = A?

minimum avec les conditions (1), il faudra rendre minimum
Z(ai — b; + ucos;)? = A?
ou
A% =? + Z 2u cos pi(a; — b;) + Z(ai —b;)?
pour cela il faut prendre

u= Z(bi — a;) cos pj,

et 'on a )
A% = Z(az’ —b;)? — [Z(az’ — b;) cos %} =62

On peut mener par un point une perpendiculaire a un plan.
En effet soit

T1CO8 (1 + X2COS8Ya + -+ +xpcosp, +h =0
I’équation d’un plan, ol on peut supposer
cos? Y1+ cos? w2+ -+ cos? o = 1.

La droite qui a pour équations

Iy — a1 T2 —az

= ... =1
cos 1 COS 2

sera la droite demandée ; le point ou elle rencontre le plan, ou pied de
la perpendiculaire, sera donné par la formule

cos ¢1(a; + tcospr) + cos pa(az +tcosps) + -+ h =0,
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ou
. h
:alcosgol—i- + ay cos p, + 41 COS P14 -+ + iy COS oy + i
> cos? @;
et t est la distance du point a1, as,... au pied, c’est ce que 'on appelle

la distance du point au plan.
Si l’on cherche a rendre

2 A2
> (aj—z;)* = A
minimum, x1,x9,... désignant les coordonnées d'un point du plan on
trouve que les x doivent satisfaire aux relations

(a; — z;) + tcosp; =0,

et par suite que t est la plus courte distance du point ay, as,... au plan.
Considérons les plans

1 =0, ro =0, ..., T, = 0;

les distances du point y1,¥o,...,y, & ces plans seront précisément les
coordonnés yi,...,y, de ce point. Les plans x1 =0, 2o =0, ... portent
le nom de plans de coordonnées, leur intersection est le point 0,0,... on
lui donne le nom d’origine des coordonnées.

TRIGONOMETRIE

Considérons la figure formée par trois points, soient a,b,c les dis-

tances de ces points, x1,...,Zn; Y1,...,Yn; 21,. .., 2y leurs coordonnées ;
appelons A, B, C les angles que font respectivement les directions qui
vontdey;... enz ...;dez ... enxy... dexy... eny.... Les cosinus
directeurs de ces directions sont
21— 22 — Y2
a ' a '
Tl — 21 T2 — 22
b b’
Y1 — 21 Y2 — T2

) )
Cc C
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on en conclut

cos A = (r1 = 21)(y1 — 1) + (22 — 20)(y2 — 22) + ...

be
ou 2 2 2
cos A — 2@ = zi)* + (@i = 9i)® = (yi = 20)°]
2bc ’
ou enfin ) ) )
cosA = ot —a”
2bc

d’out 'on déduit
a? =0+ % — 2bccos A,
b2 = ? + a® — 2accos B,

? =a®+b%> — 2abcos C.

On sait que de ces formules on peut conclure

sinA  sinB sinC

A+B+C=m, etc.

a b ¢’
en supposant A, B,C compris entre 0 et w. Toutes ces formules ren-
ferment implicitement les théorémes du premier livre de géométrie et
une grande partie de ceux du troisiéme, le cinquiéme livre résulte éga-
lement de ce que nous venons de démontrer. Mais il est entendu qu'’il
s’agit ici, non de vérités géométriques mais de vérités s’énongant dans
un langage emprunté a la géométrie et ne s’appliquant pas, pour le
moment, a des étres concrets.

PERPENDICULAIRE COMMUNE A PLUSIEURS DROITES

Considérons les droites représentées par

r1=a; +tcospy, ...... , Ty = ap+1TCOSpn,,
x1 =01 +ucosyy, ...... , Ty =byp + ucosy,
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il existera une et une seule direction cos A1, cos Ag, ..., cos A, perpendi-
culaire & n — 1 de ces droites; mais il n’est pas possible de trouver une
droite de direction cos A1, cos \o, ... les rencontrant toutes si n > 3. Si
n = 3 la droite perpendiculaire aux deux premiéres sera

x1 =p1 + pcos Ay, To = P2 + pCoS Ag, T3 = p3 + pCcos A3
et si elle les rencontre on aura

a; =tcosp) =p1 + pcosiy, ...
b1 =ucosy; =p1 + pcoshy, ...

et par suite

aj —pi, COS@i, COSA| by —p1, cosyy, cosA
as — P2, C€OS@a, cosAa| =0 by — pa, cosy, cosAg| =0
a3 — p3, COS 3, COSA3 by — p3, cosis, cosAz

ces équations entre les coordonnées pq, p2, p3 d'un point quelconque de la
perpendiculaire commune seront les équations de cette perpendiculaire.
SPHERES
On appelle sphére la surface qui a pour équation
Z(.ﬂ?l — ai)2 = R2 (1)

c’est le lieu des points & la distance R du point fixe a1, as,...,a,, ce
point est le centre de la sphére, R est son rayon.
Toute équation de la forme

Zaz?—FZAixi—f—BZO

peut se mettre sous la forme

N 2 2
Z<$Z+A21) +B*Z%=O»
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et par suite représente une sphére de centre

et de rayon réel ou imaginaire E -t —B.

La sphére (1) dans l'espace & n dimensions est ce que 'on appelle
une surface fermée. Il faut entendre par l1a que si 'on suppose

Z(ZZ — ai)Q < R2 (2)
et si l'on fait varier 21, z9,. .., z,, ON ne pourra jamais avoir
Z(Zi + Az — ai)2 > R? (3)

en faisant varier les Az d’'une maniére continue sans les faire passer par
une valeur telle que

Z(Zi + Az — ai)Q = R2.

Les points 21, 29,..., 2, pour lesquels la distance & aq,as,...,a, est
inférieure & R sont dits intérieurs a la sphere, ceux pour lesquels
S (2 — a;)? > R? sont dits extérieurs.

Si 'on considére la variété plane a n — 1 dimensions

Z($l — ai)Q — R2 = 0,

en la déplacant de maniére a faire coincider son plan avec le plan z, =0

il viendra
i=n—1

Z (.’Ei—bi)2—Rl2:0, IEn:O
=1

b; et R’ désignant de nouvelles constantes, ce sera sil’on veut, une sphére
dans I’espace a n — 1 dimensions ; a ce point de vue, la sphére n’est plus
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fermée et 'on peut toujours entrer dans une sphére ou en sortir sans la
franchir, pourvu que ’on passe par un espace & une dimension d’ordre
supérieur, c’est ainsi qu’en géométrie ordinaire on ne peut sortir de
I'intérieur d’'un cercle qu’en quittant son plan.

Plus généralement nos prisons seraient illusoires pour des étres ca-
pables de se mouvoir dans un espace a quatre dimensions.

CONTACTS

Considérons deux variétés & p et ¢ dimensions dans un espace &
n dimensions. Supposons que ces variétés aient en commun le point
T1,%2,..., Ty €t p autres points dont nous désignerons les coordonnées
par

. @+ A

.x +2Ax; + A2.CE7;
- T+ pAx; + plp—1)

1-2

peu importe d’ailleurs qu’outre ces p + 1 points communs, elles en
aient encore d’autres. Supposons l'une au moins de ces variétés mo-
biles. Les z;, les Az;... les Afxz; seront les mémes pour ces variétés
et, si les u+ 1 points considérés viennent se confondre, les deux varié-
tés auront en un point z1,...,z, les mémes dz;, les mémes d’xz; ... les
mémes dz, (i =1,2,...,n).

Si nos deux variétés sont des lignes, on dira qu’elles ont un contact
d’ordre p et les dérivées des z; seront les mémes jusqu’a l'ordre p in-
clusivement par rapport au paramétre ¢ dont les coordonnées des deux
lignes peuvent étre considérées comme fonctions.

Si les variétés sont & p et ¢ dimensions, supposons p < ¢ les coor-
données de la variété P a p dimensions seront fonctions de p paramétres

Azmi—f—---—i—A“xi

t1,t2,...,t,. Les u+1 intersections considérées de P avec ’autre variété Q
dépendront de t,ts,...,t, et les d’z;, dépendront des dty,dts, ..., dt,;
s’ils sont les mémes pour P et pour Q, quels que soient diy,dts, ..., dty,

on dira que P et Q ont un contact d’ordre pu.
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En particulier, si P et Q sont deux surfaces, les différentielles d’ordre
1,2,...u étant les mémes pour P et Q si 'on considére les z; comme

fonctions de xo, ..., x, on aura pour la condition d’un contact d’ordre p
Oxy 0} dxy  0xy
Oxe  Oxy’ T " Oz, Oz,
. aﬁ o a/; R ) .
. xﬁl = xﬁl ) 9 (LU]_ = :’Ull)
0x§ 0xy ... 0x§ 0wy ...

x} désignant la coordonnée z; de Q.
Si par exemple

x1=p1(t), ...... , X = op(t)
représente une variété a une dimension, une ligne :

Xy —x1 X9 — 19 Xpn —Tn

dxy dxo dzy,

représentera, si Xy, Xs,... sont les coordonnées courantes, une droite
passant en z1,...,xz, et ayant en ce point avec la ligne un contact du
premier ordre, c’est la tangente & cette ligne en z1,...,z,.

Le plan

Al(Xl — l‘l) + A2(X2 - 562) +--- An(Xn - CCn) =0
aura avec la surface

x1 :f($27x37"'axn)

un contact de premier ordre en z1,...,x,, si

A2 o af o 8:1/‘1 Ag o 81‘1

Al 81‘2 81‘2 ’ Al 81)3 ’
et son équation sera

ox ox
Xl_xlz(X2_$2)87x;+“'+(xn_l'n)7l
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c’est ce que 'on appelle le plan tangent en z1,...,z, a la surface.
Si ’équation de la surface se présente sous la forme

F(z1,2z9,...,2,) =0,

la régle des fonctions implicites permet de mettre 1’équation du plan
tangent sous la forme
OF OF

(Xl_xl)i'i_"f'(xn_xn)aixn:

0.
8:1:1

Le plan tangent en M est le lieu des droites qui ont avec la surface
un contact du premier ordre en M.
En effet, soit

x1 — ) Ty — T

n

ai G

une droite passant par le point z, 2%, ..., 2], de la surface

F(:Bl?"'?xn) = 07

on aura
F(xll’ 7$;L) =0,
ot oF oF
dey + 2 dehy 4 =0
oy, “ gy AT

or les dz’ pour la droite sont proportionnels aux a, en sorte que ses
équations sont de la forme
Ty -] @y —wy
de, — dxfy, 7

Le lieu de ces droites, quand on fait varier les dz’, est donc

oF oF
(951—53,1)676,1"‘(952—95,2)87:,24'“':07

ce qui démontre la proposition.
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En général la variété du premier degré

OF OF
(Xl—xl)a—m—{—(Xg—xg)a—m—{——O,
oG G
(Xliajl)ajxl+(X27l’2)8fx2+_07

touchera la variété

VARIETES SINGULIERES

Le plan tangent a la surface
flx,22,...,2,) =0

a pour équation

of
X1 - a_ Xn_ n )
( 1 a;l) 8331 + +( x )axn 0
ou en posant
On _ On__ .
81'1 = P1, B amn—l = Pn—1;

et, en appliquant la régle des fonctions implicites,
Xp—zn=p1(X1 —21) + -+ Pp-1(Xn-1 — Tn-1),
ou encore
Xp=p1X1+ -+ pp-1Xn-1+ (Tn —P171 =+ = Pp—1Tpn—1);
le plan tangent renferme donc n paramétres

Ply-->Pn-1 € O =xp —p1x1 — = Pp_1Tp-1,

53
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mais ces parametres se réduisent a n — 1 distincts car 6 est fonction de
p1,...,pn_1 comme nous allons le voir. On a en effet

d0 = dx, —prdey — - —pp1dep—1 —x1dp1 — - — Tp—1dpp—1

mais
dx, = p1 dry +--- + Pn—1 dxnfla

donc
df = x1dp1 + -+ - + xn dpy

et 0 est fonction de p1,pa, ..., pn.

Il résulte de la que l'on peut assujettir le plan tangent a une sur-
face & n — 1 conditions. On peut, par exemple, ’assujettir & passer par
n — 1 points donnés, on aura alors n — 1 équations qui permettront de
calculer les n — 1 quantités z1,xs,..., 2,1 qui déterminent le point de
contact. Supposons maintenant que ’'on pose

F(ppr?"-apnfl) =0. (].)

Cette équation intégrée fournira une infinité de surfaces, car son inté-
grale dépend, non seulement de la forme de F, qui est arbitraire, mais
en outre d’'une seconde fonction arbitraire amenée par l'intégration.

Pour une pareille surface le plan tangent sera déterminé par n — 2
conditions. Il pourra se faire que I'’équation de la surface considérée
satisfasse & plusieurs conditions analogues & (1), cela diminuera encore
le nombre des conditions auxquelles on peut assujettir le plan tangent.

Dans l’espace & 3 dimensions les surfaces singuliéres dont nous ve-
nons de signaler I'existence portent le nom de surfaces développables.
Nous leur conserverons ce nom dans I’hyperespace.

LES LONGUEURS, LES ANGLES

Nous appellerons longueur d’une courbe

x1=p1(t), ..., T =pu(t)
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0

; 0
prise de 9, ..., z;

en zi,...,z, l'intégrale

t/
s:/ \/dx%—i----—i-d:c%,

t9 et ¢’ désignant les valeurs de ¢ pour lesquelles en général z; = 29 et
x; =z}, alors

ds® = dz? + dad 4 - + da?

comme dzy,dxs,... sont proportionnels aux cosinus directeurs de la
tangente en x1,...,z, a la courbe, ces cosinus eux-mémes seront
dl’l dxg
ds’ ds’
Nous dirons que deux courbes

. l’i:cpi(t), et l’ZZI/JZ(u)
se coupent sous l'angle V en z1,...,z, si leurs tangentes se coupent
sous cet angle, c’est-a-dire si

dp1 d dpy, d

dov dyy L don dUn

dt du dt du
Sil'on a
Ty =a1 +tcospy, ..., Ty =an-+1icosyy,
et Y cos? ¢ =1 on aura
dx1 = cos 1 dt,
da? 4 das 4 - = dt? = ds®

et t sera la longueur de la droite comprise entre ay,...,a, et z1,...,z,.

Ce qui est d’accord avec notre définition primitive de la longueur d’un
segment.
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PANGEOMETRIE SPHERIQUE

En voila assez, je pense, pour montrer que la pangéométrie que nous
venons d’exposer et que ’on peut appeler pangéométrie euclidienne, se
confond, dans le cas des espaces a trois dimensions, avec la géométrie
ordinaire, a cela prés que les mots point, surface, etc..., n’y ont pas
la méme signification qu’en géométrie : ils ont un sens beaucoup plus
général.

Nous allons maintenant étudier d’autres espaces.

Nous appellerons point ’ensemble de n nombres z1,zo, ..., z,, non
plus arbitraires mais satisfaisant a la relation

i+ 23+ + 22 =R? (1)

ce qui revient a dire que nous ne considérons que des points situés sur
une spheére (1).

Nous dirons qu'un point subit un déplacement dans le cas ot ses co-
ordonnées x1,...,x, subissent une substitution orthogonale homogéne

/
7= 01121 + ... + Q1pTn,

/
Ty = Gn1T1 + ...+ AppTh,

substitution en vertu de laquelle il reste sur la sphére (1) car on a

Zx’2:Zx2:R2;

deux figures seront égales quand on pourra transformer 1'une dans
I'autre au moyen d’'un déplacement. (Acception nouvelle.)

Nous appellerons plans les seules surfaces représentées par des équa-
tions homogénes du premier degré. Les plans seront alors des figures
égales, c’est-a-dire transformables les unes dans les autres par des sub-
stitutions orthogonales homogeénes.

n — 2 plans se couperont suivant une droite. Ainsi une droite sera
une variété a une dimension représentée par n équations telles que

x; = a;u + bjv (2)
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u et v désignant des parameétres variables, a;, b; des constantes et u et v
ne seront pas arbitraires parce que 'on doit avoir Y z? = R2. Comme
on peut toujours poser u = pcosp, v = psiny, on pourra toujours
remplacer les équations (2) par

x; = p(a; cos v + b;sin p)

et si 'on fait ¢ = 0, on voit que aip,asp,... sera un point de la droite;
donc Y a?p? doit étre égal a R2, pour la méme raison on devra avoir
S b%p? = R2, alors comme Y 2?2 est aussi égal & R?, on aura

Z:L’Q =R%= Za2p2 cos? ¢ + Zb2p2 sin? ¢ + 22bap2 sin ¢ cos ¢

ou
R? =R? + 22@bp2 sin ¢ cos ¢

ce qui exige que > ab=0.
Les équations de la droite seront de la forme

T; = a; cos @ + b;sinp
avec les conditions

> a® =R, > b =R? > ab=0.

La distance de deux points z1,...,z, et y1,...,y, ne sera plus la
quantité /> (y — )%, mais I'invariant plus simple § donné par

r1y1 + T2y + - - - + Tpyn = Rcosd;

la longueur ds d’un arc de courbe infiniment petit sera donné par défi-
nition par la formule

ds* = daz? + dzi + - + da?

n:
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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE

Reprenons les équations de la droite
T; =a;cosp + bising, ... (1)

on en tire
dx; = (—a;sing + b; cos ) dp

et par suite en appelant ds 1’élément d’arc de droite

ds? = R? dg02;
(en tenant compte des relations >~ a? = Y b* = R?, Y ab = 0) alors
_ 0
o = i RS ou simplement ¢ = %, si 'on compte les arcs a partir du
point as,...,a,; donc les équations (1) s’écrivent
® | bisin o
x; = a; cos — + b; sin —
1 (2 R (2 R7

si 'on exprime que la droite passe par le point ¢y, cs,..., ¢, on aura

/ !/
S .
c = aicosf—{ + b; sin —.

R
L’élimination de b; donne
a; sin il + ¢; sin >
= ) , ) R ‘
.S
sin o
Considérons maintenant un triangle ABC, soient 1, ..., z, les coor-
données du sommet A; yi,...,y, celles de B; 21,..., 2, celles de C, les
équations de AB et AC seront :
gvsinc_S + y; sin i
o R‘ Cyz R )
S1n ﬁ
T; sin " 4 Zi sini
X; = R R (3)
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X1,... sont alors les coordonnées courantes et a,b,c les longueurs de
BC, CA, AB. Calculons I'angle A des cotés AB, AC, il est donné par la
formule

0X; 0X;
cos A = Z 55 35

X . . . 0X; .
9% désignant la dérivée de X; tirée de (2) pour s =0 et 5 la méme
S

S
dérivée tirée de (3). On aura ainsi

(azi cosf% — yl> <xl cos% — zz> 1

cos A = i
.c . b R2’
sin — sin —

R R

ou
R? cos A sin — sm — g :z Ccos — cos — — E Ty cos

c
— E xizicosﬁwL E YiZi,
ou
R? cosAsin%sin% = R? cos%cos% — R? cos%cos}—b{

—R2cos%cos§+R2cos%,

ou finalement

cosg—cosﬁcosi—ks' ﬁs' EcosA'
R~ CPROR TIRIR S

c’est la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique d’ott 1'on
déduit toutes les autres.
PANGEOMETRIE HYPERBOLIQUE

En pangéométrie hyperbolique, on appelle point I’ensemble de
n nombres z1,...,x, liés entre eux pour la relation

]ty + ... 422, — 22 =R? (1)
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qui est ’équation euclidienne dun hyperboloide. Nous ferons usage de
la notation > a; en général pour désigner une somme de termes dont
le dernier sera pris avec le signe — en sorte que (1) s’écrira >’ 2? = R?
ou méme ' 2? = R2.

Nous dirons qu’un point subit un déplacement quand ses coordon-

nées r1,...,xr, subiront une substitution linéaire de la forme
I =apxrr+ ... + a1nTh,
Ty =0n1T1+...... + apnTn,

non plus orthogonale mais telle que

Z/ 0 sipz2g
apiaqi =
7 1

sip=gq

alors on a aussi
/ {0 sip2q
Z OpiQiqg = .
p 1 sip=gq
comme il est facile de le vérifier.

Les plans seront les surfaces représentées par des équations homo-
génes du premier degré, et les droites seront des variétés a une dimen-
sion situées sur des plans.

Nous pourrons mettre les équations d’une droite sous la forme

x; = p(a; cosh ¢ + b; sinh @)

p et o désignant des parameétres variables, a;, b; des constantes. En fai-
sant ¢ = 0, on voit que le point pa; appartient a la droite, alors >’ a?p?
doit étre égal & R?, et comme Y2 doit étre égal & R? on voit que
S'b2p? = R? et que Y. ab = 0, en sorte que les équations de la droite
seront

x; = a; cosh ¢ + b; sinh ¢
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avec les conditions

Z/a? = R2, —Z/b% = RQ, Z/aibi = 0.

La distance § de deux points sera définie par la formule

coshd = Z,acy,

Z1,-..,Tn €t y1,. .., y, désignant les coordonnées de ces points, enfin la
longueur d’un arc ds infiniment petit sera défini par la formule

—ds? = Z/de;

0 et ds sont des invariants de la substitution que nous avons appelée un
déplacement.

TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE
Reprenons les équations de la droite
x; = a; cosh ¢ + b; sinh (1)

on en tire
dz; = (a; sinh ¢ + b; cosh ) dp

et par suite en appelant ds ’élément de droite
ds = Rdyp;
on pourra donc prendre au lieu de (1)

T; = a; cosh% + b; sinh 1%,

s sera alors ’arc compté a partir du point a;, ..., a,.
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Si 'on assujettit la droite & passer par le point ¢y, ..., ¢,, on aura,
comme il est facile de voir

/

.. 8 —s ., S
a; sinh + ¢;sinh —
T — R
T — 7 )
sinh —
R

s’ désignant la longueur de ’arc qui joint les points a;... et cy....

Considérons maintenant le triangle ABC, soient x1,...x,;
YlyersYn; 21,...,2p les coordonnées de A,B,C. Les équations des
cOtés AB et AC seront en appelant ¢ et b leurs longueurs :

x; sinh S + y; sinh l

X; = C R )
sinh —
R

., b—s .S

x; sinh + z; sinh —

X, = R R

1 T .
h 2
S1n R

Enfin si T'on appelle angle de deux éléments dxi,...,dz, et
dr,...,dz}, la quantité dont le cosinus est

ds ds'’

I’angle A de notre triangle sera donné par la formule
cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cosh A (2)

que l'on déduirait de la formule relative a un triangle sphérique en
remplacant a,b, c par av/—1, bv/—1, cy/—1.

Je ne développe pas les calculs, identiques a ceux qui ont été faits
plus haut & propos de Iespace sphérique. Nous déduirons donc de (2)
des formules analogues a celles de la trigonométrie sphérique en rem-

placant dans celles-ci a, b, c par av/—1, by/—1, c/—1.
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LA GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Tout ce que nous venons de faire jusqu’a présent est absolument
rigoureux, c’est de I’analyse pure, mais c’est une analyse qui ressemble
singuliéerement a de la géométrie ; il y a plus, si nous supposons l'espace
euclidien a trois dimensions, nous avons été assez loin pour prouver
qu’il n’existe pas une seule proposition de géométrie que nous ne puis-
sions déduire de notre analyse, a cela preés que les mots point, ligne,
surface, etc., y ont une autre signification qu’en géométrie, et a cela
pres aussi que les prétendus axiomes ou postulats de la géométrie ont
été rigoureusement démontrés.

Est-il possible d’identifier la géométrie ordinaire avec les résultats de
notre analyse ? Résoudre la question par I'affirmative, ce serait du coup
faire disparaitre tous les nuages qui planent sur les commencements
de la géométrie, et ce ne serait pas acheter trop cher une méthode a
laquelle on pourrait seulement reprocher les considérations d’un ordre
trop élevé sur lesquelles elle s’appuie.

Malheureusement, il faut y renoncer, et notre analyse va seulement
servir & nous montrer combien il y a d’erreurs dans les meilleurs traités
de géométrie.

Si nous voulons identifier la géométrie ordinaire avec la pangéomé-
trie euclidienne a trois dimensions, nous pourrons le faire en admettant
que tout point de I’espace réel peut étre déterminé par trois nombres
ou coordonnées et qu’a trois coordonnées correspondent un point et un
seul.

Ces trois coordonnées pourront étre les distances du point a ce que
I’on appelle trois plans rectangulaires.

Mais qu’est-ce que c’est au juste qu’un plan?

Les définitions que 'on en donne dépendent de la notion que I'on
se fait des figures capables de coincider avec d’autres quand on les
déplace sans changer leur forme (sans parler d’hypothéses que contient
la définition de la droite qui sert & définir le plan), or cette notion de
la fixité de la forme est vague; comme celle de la distance, elle dépend
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de nos sensations qui sont trés grossiéres. Puisque nous ne pouvons
pas dire exactement ce que c’est qu’un plan, renoncons a faire de la
géométrie une science rationnelle et présentons les choses ainsi :

L’expérience nous apprend qu’il existe des surfaces bien dressées
que l'on peut obtenir en usant deux corps solides par le frottement I'un
contre 'autre, ces surfaces s’appliquent en tout sens 'une sur 'autre,
ce sont des plans.

Sur les plans il existe des lignes telles que le bord d’une régle, lignes
qui semblent coincider dés qu’on leur donne deux points communs ; les
plans et les droites convenablement associés donnent lieu a des figures
plus ou moins grossiéres dont on constate expérimentalement certaines
propriétés remarquables et dont on peut deviner d’autres propriétés,
conséquences les unes des autres.

Cette premiére étude faite, étude dont il ne faut pas dissimuler le
caractére purement expérimental et approché, on peut se demander si, a
I’aide de certaines hypothéses, on ne pourrait pas relier les faits observés
les uns aux autres, et c’est alors qu’intervient la pangéométrie pour
répondre a la question, mais en laissant planer le vague sur la nature
des choses sur lesquelles spécule la géométrie. Nous ne savons pas, nous
ne saurons jamais au juste ce qu’est un déplacement sans changement de
forme : une foule de choses différentes répondent & I'idée que nous nous
faisons du plan et de la ligne droite, et cela est si vrai qu’en supposant
que la géométrie vulgaire soit absolument vraie, si le monde venait a
changer de forme en se transformant par rayons vecteurs réciproques,
nous ne nous en apercevrions pas, si les corps, en se déplacant, restaient
identiques a leurs images.

Si maintenant, au lieu de considérer les déplacements comme des
substitutions orthogonales générales, nous les considérons comme des
substitutions homogenes, la géométrie a trois dimensions devient la géo-
métrie riemannienne, la géométrie plane devient identique a la géomé-
trie des figures tracées sur la sphére, les théorémes de géométrie plane,
qui ne dépendent pas du postulatum d’Euclide restent vrais, mais il
n’existe plus de droites paralléles, et la somme des angles d’un triangle
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est supérieure a .

Si 'on admet qu’un déplacement est une substitution du genre de
celles que nous avons considérés en pangéométrie hyperbolique, les théo-
réemes indépendants du postulatum d’Euclide sont encore vrais, mais
entre les angles A, B, C et les cotés a,b,c d'un triangle, on a la relation

cos A = cos B cos C 4+ sin B sin C cosh %
et si on fait B = g on a

a
A =sinCcosh —
cos sinCcosh

en sorte que A n’est réel que si

a
in Ccosh — < 1,
Sin COS R

I’angle C doit donc étre inférieur a % Il existe donc dans le plan une

infinité de droites obliques sur une autre, et qui ne rencontrent pas une
perpendiculaire donnée. Si I'on pose

1
sinC = a
h —
COS R
le plus petit angle 2p donné par la formule
cosp = L
- a
h —
COs R

est l'angle de parallélisme, fonction comme 1'on voit de R et de a. La
pangéométrie hyperbolique a trois dimensions coincide alors avec la
géométrie de Lobatchefsky et de Bolyai.

Le postulatum d’Euclide est-il démontrable ? Evidemment non, pas
plus que cet autre postulatum : par deux points on ne peut faire passer
qu’une droite, et en effet les pangéométries sphériques et hyperboliques
sont aussi vraies I'une que l'autre, et pourraient aussi bien 1'une que
I’autre rendre compte des faits que nous observons, et si nous sup-
posons R suffisamment grand, elles ne différeront pas beaucoup de la
pangéométrie euclidienne.
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SUR LA REALITE DE L'HYPERESPACE

On peut concevoir des étres intelligents réduits a de simples surfaces,
des ombres, si ’on veut, assujettis a se mouvoir sur une surface donnée,
si ces étres ont des sens organisés de telle sorte qu’ils ne puissent avoir
conscience de ce qui existe en dehors de la surface sur laquelle ils sont
assujettis & demeurer, ils feront de la géométrie a deux dimensions, pour
eux notre géométrie sera de la pangéométrie.

Deés lors, il se pose cette question : doit-il exister un hyperespace a
plus de trois dimensions, dont notre monde tangible et visible ne se-
rait qu’'une variété a trois dimensions? Il est bien difficile, dans 1’état
actuel de la science, d’y répondre. Si quelques phénomeénes physiques
pouvaient s’expliquer avec cette hypothése, on pourrait peut-étre placer
dans I’hyperespace les ames et Dieu, et expliquer la mort par la sépara-
tion de ’ame et du corps, I’ame étant censée toucher le corps dans 1’état
de vie, et cessant de le toucher apres la mort, et de lui communiquer
alors le mouvement.

RESUME

Si 'on fait de la pangéométrie & trois dimensions, les coordonnées
x,y,z d’un point sont les distances de ce point aux trois plans de coor-
données.

Si nous appelons surfaces réelles ce qui sert de limite aux corps
naturels, nous pouvons alors considérer trois séries de surfaces réelles se
déplagant dans 'espace (avec ou sans changement de forme, ces mots
n’ont d’ailleurs aucun sens), on pourra numéroter chaque surface de
chaque systéeme de telle sorte que ces numéros varient d’'une maniére
continue de —oo & +o00 (et cela d’une infinité de maniéres), deux numéros
étant affectés a des surfaces nécessairement différentes.

Si nous admettons que par un point de ’espace passent trois de
nos surfaces réelles, nous pouvons appeler coordonnées de ce point les
numéros des surfaces qui s’y rencontrent.

Trois de ces surfaces réelles, celles qui portent les numéros zéro,
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seront, si 'on veut, les trois plans de coordonnées d’une pangéométrie
a trois dimensions.

Le plan est donc une surface arbitraire, ou pour parler plus exacte-
ment, on peut faire toute la géométrie, telle qu’elle est enseignée dans
nos livres classiques, non seulement sans définir le plan, mais en appe-
lant plan une surface arbitraire.

1° 11 est donc impossible de donner une définition précise du plan.

2° 11 faut se résigner a faire de la géométrie une science physique et
expérimentale.

Il faut se résigner a regarder la géométrie comme un langage propre
a coordonner des faits, ou plutdt des apparences, et a ce point de vue
elle peut a volonté étre ou ne pas étre euclidienne. Si I'on a choisi pour
I’enseignement la géométrie euclidienne, c’est qu’elle a paru plus simple
eu égard a la conformation du cerveau de nos ancétres. Il n’y aurait rien
d’étonnant, s’il existe des étres intelligents dans la planéte Mars, a ce
que leur géométrie ne fit point euclidienne, en un mot a ce qu’ils aient
une autre idée que nous du déplacement sans changement de forme.
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C’est pour répondre a cette nécessité que, dans une série de monographies,
nous nous proposons de mettre au point les questions particuliéres, nous efforcant
de montrer le role actuel et futur de telle ou telle acquisition, ’équilibre qu’elle
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toujours subordonnée a 'opportunité du sujet.

Série Physico-Mathématique.

(Adresser les Communications & M. Ad. Buhl).

1. PoINCARE (H.). La théorie de Mazwell et les oscillations hertziennes.
2. MAURAIN (CH.). Le magnétisme du fer.

3. FREUNDLER (P.). La stéréochimie.

4. AprpiLL (P.). Les mouvements de roulement en dynamique.

5. CoTTON (A.). Le phénoméne de Zeeman.

6. WALLERANT (FR.). Groupements cristallins; propriétés et optique.

7. LAURENT (H.). L’élimination.

8. Raourt (F.-M.). Tonométrie.

9. DEcoMBE (L.). La célérité des ébranlements de l’éther.

10. ViLLarD (P.). Les rayons cathodiques.

11. BarBILLION (L.). Production et emploi des courants alternatifs.

12. HADAMARD (J.). La série de Taylor et son prolongement analytique.
13. Raourr (F.-M.). Cryoscopie.

14. MACE DE LEPINAY (J.). Franges d’interférences et leurs applications

métrologiques.



15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.
23.

DO © 00N O U LN

—_
W N

— 3 —

BARBARIN (P.). La géométrie non euclidienne.
NECULCEA (E.). Le phénomene de Kerr.
ANDOYER (H.). Théorie de la lune.

LeMOINE (E.). Géométrographie.

CARVALHO (E.). L’électricité déduite de expérience et ramenée aux principes
des travaux virtuels.

LAURENT (H.). Sur les principes fondamentaux de la Théorie des nombres et
de la géométrie.

DEcOMBE (L.). La Compressibilité des gaz réels.

GIBBS (J.-W.). Diagrammes et surfaces thermodynamiques.

POINCARE (H.). La théorie de Mazwell et les oscillations hertziennes. La
télégraphie sans fil.

Série Biologique.

(Adresser les Communications & M. le D" Langlois)

BARD (L.). La spécificité cellulaire.

LeE DANTEC (F.). La Sexualité.

FRENKEL (H.). Les fonctions rénales.

BORDIER (H.). Les actions moléculaires dans 'organisme.
ArTHUS (M.). La coagulation du sang.

Mazg (P.). Evolution du carbone et de l’azote.
COURTADE (D.). L’rritabilité dans la série animale.
MARTEL (A.). Spéléologie.

BonNNIER (P.). L’orientation.

. GrIFFON (ED.). L’assimilation chlorophyllienne et la structure des plantes.
. Boun (G.). L’évolution du pigment.

. COSTANTIN (J.). Hérédité acquise.

. MENDELSSOHN (M.). Les phénomeénes électriques chez les étres vivants.

14.
15—
17.
18.

IMBERT (A.). Mode de fonctionnement économique de [’organisme.
16. Levaprti (C.). Le leucocyte et ses granulations.

ANGLAS (J.). Les Phénomeénes des Métamorphoses internes.
MOUNEYRAT (D* A.). Purine et ses dérivés.



— 4 —

Série Physico-Mathématique.

N°1. — La Théorie de Maxwell et les
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