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Vorwort.

Nachdem ich in den letzten Jahren eine Reihe von Arbeiten iiber die Theorie der hy-
perelliptischen Integrale veroffentlicht habe, welche die behandelten Gegenstédnde theils
nur kurz und mit Voraussetzung von Verallgemeinerungen frither gegebener Sétze dar-
stellten, theils auch nur die Resultate einzelner Untersuchungen angaben, hielt ich es
fiir zweckmassig, meine Vorlesungen iiber die Theorie der hyperelliptischen Integrale in
zusammenhéangender Darstellung zu verdffentlichen, um einerseits auch der Theorie der
Integrale an sich und den mit ihnen zusammenhéngenden Problemen der Integral-
rechnung einige Aufmerksamkeit zuzuwenden, andererseits aber auch dieselbe als Basis
fiir eine grossere und eingehendere Bearbeitung der Theorie der hyperelliptischen Func-
tionen benutzen zu kénnen.

Die Literatur der Theorie der hyperelliptischen Integrale ist eine verhéltnissméas-
sig kleine, und es geniigt hier, von den Fundamentalarbeiten von Abel und Jacobi
abgesehen, auf die fiir diese Theorie wesentlichen Arbeiten von Riemann, Weier-
strass, Hermite, Richelot, Clebsch und Gordan, Prym, Neumann und
Fuchs hinzuweisen.

Wien, im Mai 1878.

Leo Koenigsberger.
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Erste Vorlesung.

Einleitung in die Theorie der hyperelliptischen Integrale.

Bezeichnet s eine durch die quadratische Gleichung
aos2 +2a15s+a2 =0

definirte algebraische Function, in welcher die ganzen Functionen ag, a1, as der Variabeln

z s0 beschaffen sind, dass
s=—aj * \/a% — apas

eine rationale Function von z und einer Quadratwurzel aus einem nur einfache Factoren
enthaltenden Polynome 2p + 1%*" oder 2p + 2'* Grades darstellt, so wird der Theorie der
hyperelliptischen Integrale p — 1*" Ordnung ein Ausdruck von der Form

F(z,s),

worin F eine rationale Function bedeutet oder

zu Grunde gelegt, in welchem f wiederum eine rationale Function und R(z) ein von
Doppelfactoren freies Polynom 2p + 1*® oder 2p + 2'* Grades bezeichnet.
Der geometrische Ort der Variabeln z, von dem die Function

eindeutig abhéngt, ist, wie aus den allgemeinen Principien der Functionentheorie bekannt,
eine doppelblittrige Riemann’sche Fldache mit 2p + 2 Verzweigungspunkten, die, wenn
R(z) vom 2p + 1" Grade, die 2p+1 Wurzeln dieses Polynoms und der unendlich entfernte
Punkt, wenn R(z) ein Polynom des 2p + 2'" Grades, die 2p+2 Wurzeln dieses Polynoms
sind.
Es ist aber auch unmittelbar zu sehen,
dass jede in der angegebenen Weise verzweigte Function, welche in einer endli-
chen Anzahl von Punkten von einer endlichen Ordnung unendlich wird, rational
aus z und \/R(z) zusammengesetzt ist;
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denn da jede mehrdeutige Function S, deren Riemann’sche Fliache aus zwei Bliattern
besteht, und die nur in einer endlichen Anzahl von Punkten derselben von einer endlichen
Ordnung unendlich wird, bekanntlich als Losung einer quadratischen Gleichung darge-
stellt werden kann, deren Coefficienten ganze Functionen von z sind, und die Gleichung

boS? 4+ 2b1S + by =0

S = —by £1/b12 — boby

ergiebt, so wird, wenn die Verzweigung von S dieselbe wie die von s sein soll, das Polynom

wieder

b1? — bobz,

wenn es von unpaarem Grade ist, jene 2p+ 1 Wurzeln, und wenn von paarem Grade, jene
2p + 2 Wurzeln und nur diese eine ungrade Anzahl mal enthalten miissen, so dass sich
also S wieder rational durch z und /R(z) ausdriicken wird.

Es soll nun untersucht werden, ob sich stets eine aus z und /R(z) rational zusam-
mengesetzte, also auf der zweiblédttrigen Flache eindeutige Function bilden lésst, deren
Unstetigkeitspunkte willkirlich auf dieser Flache festgelegt sind, wie es fiir rationale
Functionen von z bekanntlich der Fall ist, und die Methode entwickelt werden, vermittels
welcher eine solche Function wirklich hergestellt wird.

Seien

a1,0a2, -Gy

beliebige o Unstetigkeitspunkte, in denen die Function von der

ten
mi,ma, - My

Ordnung unendlich sein soll, und die so beschaffen seien, dass sie Unstetigkeitspunkte
nur fiir eszn Blatt der Flache sind, also nur in der bestimmten Werthecombination

ar,er\/ R(ay),

worin g, entweder nur die positive oder nur die negative Einheit bedeutet; seien ferner
b17 b27 T bo‘

Unstetigkeitspunkte fiir beide Bldtter zugleich, in denen die Function und zwar in den
Punkten
b1, VR(b1); by, VR(b2); -+ be, v/ R(bo)

resp. von der

ten
niy,ng, - Ng
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Ordnung, in den Punkten
bi,—/R(b1); bo,—/R(ba);: --- by, —/R(bs)

resp. von der

ten
Vi, V2, Vo

Ordnung unendlich sein soll, wobei angenommen wird, dass die b-Punkte nicht Verzwei-

gungspunkte der Fliche sind, und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

nli’/la 7”1,22”27 nO'ZVO'

vorausgesetzt werden darf; soll ferner die herzustellende in z und /R(z) rationale Func-
tion in den 2p + 2 Verzweigungspunkten

ai, Qg, - Q2pt1, A2pt2
von der .
2’ 2’ 2 7 2

Ordnung unendlich sein, worin, wenn das Polynom R(z) vom 2p + 2*® Grade ist, nur
kop+2 = 0 zu setzen ist, und unterwirft man endlich noch die Function der Bedingung,
dass sie im unendlich entfernten Punkte, wenn R(z) vom 2p + 2'*" Grade ist, auf dem
Blatte

00, ++/ R(0)

von der %%, auf dem Blatte
00, —/ R(00)

von der 75** Ordnung unendlich sein soll, worin 71 > 7 festgesetzt wird, wahrend, wenn
R(z) vom 2p + 1**" Grade, also der unendlich entfernte Punkt ein Verzweigungspunkt ist,

die Function von der
kten

2
Ordnung unendlich werden soll, worin k£ grade oder ungrade sein darf, so werden sich die
Bedingungen fiir die Existenz einer solchen Function und die Methode zu ihrer Herstel-
lung in analytischer Form in den jene Function bestimmenden Grossen leicht entwickeln
lassen.
Da sich namlich jede rationale Function von z und /R(z) in die Form setzen lasst:

o) + () VD)
VR = O T oVRE)
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worin
©o(2), ¢1(2), Yo(2), ¥1(2)

ganze Functionen von z bedeuten, oder auch, wenn Zahler und Nenner mit dem conju-
girten Werthe des Nenners multiplicirt wird, in die Form:

Fo(z) + Fi(2)\/R(z)
FQ(Z) ’

f(zVR(2)) =

worin wiederum:
FO(Z)v Fl(z)a FQ(Z)

ganze Functionen von z vorstellen, von denen wir annehmen diirfen dass sie keinen ge-
meinsamen Theiler haben, so wird, wie sich unmittelbar einsehen lasst,

Fy(z) = (z = a1)™ (2 — a2)"™ - (2 = ap)"(z = b1)" (2 = b2)"* -+ (2 = bo))"™

ki1 ko+1 M)

X(Z—Oé1)( 2 )(z—aQ)( 2 )‘--(z—a2p+2)( 3

ki1+1 ko +1 k2p+2—|-1
2 ’ 2 ’ 2

die grossten in diesen Briichen enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten.
Es wird sich nun darum handeln, die Bedingungen zu befriedigen, denen die a- und
b-Punkte, die Verzweigungspunkte und der unendlich entfernte Punkt geniigen sollten.
Da die Function

zu setzen sein, wenn

f (2, VR(2))

im Punkte a, und zwar nur auf dem Blatte
ar,e-+/ R(a;)

von der m'® Ordnung unendlich werden soll, so werden in der Taylor’schen Entwicklung
der Function
Fo(z) + Fi(2)V/ R(2)

um den Punkt
ar,—er/ R(ay)

herum, die Coefficienten der Potenzen

(z—a) (z —ay)t, - (2 — a,
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verschwinden miissen, oder es werden die in den Functionen Fy(z) und Fj(z) enthaltenen
unbestimmten Coefficienten den Bedingungen unterworfen sein:

R+ AEVER)] e )

EEO+ROVED)] | o =0
dm,«—l

PO RO )] Ip—

und man erhélt somit
mp+ma+---+my
Bedingungsgleichungen fiir die Constanten des Zahlers.

Die b-Punkte miissen in Folge der Annahme

ni2vi, N2V, o Ng 2 Vg

der Bedingung unterworfen werden, dass die Function in den Punkten

bi,—/R(b1); ba,—v/R(b2); ... bsy,—\/R(bs)

nur von der

ten
v, v, ‘e Vg

Ordnung unendlich ist, oder dass
[FO(Z) +F(2)y R(Z)L:b JEG=—/RG) 0

PG ERICNC)) —

|: dn'r_V'r_l

dZanurfl

(Fo(2) + Fi(2) R(Z))me/@_\/m =5

wird, woraus sich wiederum
ny—vi+ng—rvet+-+ng — Vs

Bedingungen ergeben.
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Was ferner die im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte der Function betrifft, so
wird, wenn k, eine grade Zahl ist, die entsprechende Festsetzung fiir die Unstetigkeit keine
Bedingung fiir die Constanten des Zahlers liefern, wihrend, wenn k, ungrade, nothwendig
die Bedingung

Fo(ar) =0

kr

. ten Ordnung unendlich

wird statthaben miissen, damit die gesuchte Function von der
ist, und wenn somit das Zeichen

[k;] =0 oder =1

ist, je nachdem £, grade oder ungrade, so wird die Anzahl der aus den im Endlichen
liegenden Verzweigungspunkten hervorgehenden Bedingungsgleichungen

(1] + [K2] + -+ + [k2p2]

sein.

Fassen wir nunmehr diejenigen Bedingungen zusammen, welche sich aus den im
Endlichen liegenden Unstetigkeitspunkten fiir die Constanten des Zihlers der in z und
\/ R(z) rationalen Function ergeben, so ist die Anzahl derselben

o o 2p+2
D et ) (n—v)+ ) [kl
r=1 r=1 r=1

worin, wenn R(z) vom 2p + 1**® Grade, kop+2 = 0 zu setzen ist; und es mag noch bemerkt
werden, dass auf diese Weise nicht nur die Anzahl der Bedingungsgleichungen gefunden,
sondern auch die Methode zur Bestimmung der Constanten also zur wirklichen Herstel-
lung der Function gegeben sein wird.

Was endlich die fiir den unendlich entfernten Punkt gemachten Festsetzungen angeht,
so wird, wenn R(z) vom 2p + 2%*" Grade ist, die Entwicklung des Z#hlers nach fallenden
Potenzen von z in der Umgebung des Punktes oo, +4/R(c0) mit einer Potenz von z
beginnen miissen, deren Exponent den Grad des Nenners um 7; Einheiten iibersteigt,
wahrend die dhnliche Entwicklung um den entsprechenden Punkt oo, —/R(c0) herum,
da 71 =2 7 angenommen worden, nothwendig so beschaffen sein muss, dass die ersten
71 — 12 Coefficienten des Zéhlers in der vorherigen Entwicklung nach fallenden Potenzen
von z, wenn nur —/R(z) statt +/R(z) gesetzt wird, verschwinden, und es werden sich
somit

T — T2

Bedingungen fiir die Coefficienten des Zéhlers ergeben; ist dagegen R(z) vom 2p + 1%»
Grade, so wird der Grad des Zéhlers den des Nenners um % Einheiten tibersteigen miissen,
ohne dass fiir die Constanten des Zahlers Bedingungen eintreten.
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Sei also jetzt
I. R(z) vom 2p + 2" Grade,

so wird man den Grad von

4 o 2p+2 B4l
Ro(s) gleich Yoo+ 3o+ Y- () 4
r=1 r=1 r=1

den von

o o 2p+2 kot 1
A gleich Yo+ Yo+ Y (F5 ) n-pet
r=1 r=1 r=1

annehmen diirfen, und die Zahl der im Zahler auftretenden willkiirlichen Constanten
wird, wenn wir von einer multiplicatorischen Constanten absehen,

4 o 2p+2 ko1
zzmﬁa;m+z;(r2>+%—p
r= r= r=

sein; da aber, wie oben gezeigt worden,

2p+2

14 o
Some ) (e —v)+ Y [k -7
r=1 r=1 r=1

Bedingungen fiir dieselben stattfinden, so wird, wenn die Function existiren soll, die Zahl
der Bedingungen die der willkiirlichen Constanten nicht {ibersteigen diirfen, oder es wird
die Ungleichheit bestehen miissen

0 o 2p+2 B4 1 2p+-2
(1) Zmr+2(nr+vr)+22<r2 )—Z[m+n+m—pzo.
r=1 r=1 r=1

r=1

Ist
II. R(z) vom 2p+ 1** Grade,

so wird man, wenn (2> die grosste in B enthaltene ganze Zahl bedeutet, den Grad von

o o 2p+1 kot 1 &
FWMMh;m+;m+;<2 %(Q,
den von

> ~P— 1| wenn k grade

: i T k1 <2
Fi(z) gleich Zmr+2nr+z< T2 >+ i
r=1 r=1 r=1 <2> —p wenn k ungrade
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annehmen diirfen, und die Zahl der willkiirlichen Constanten wird somit
14 o 2p+1
k. +1
2 r+ 2 r+ 2 k—
;er ;nJr ;( 5 )+ p

sein; da nun die Zahl der Bedingungen in diesem Falle

2p+1

Some Y (e —w)+ > (k]
r=1 r=1 r=1

ist, so wird fiir die Existenz der in z und \/R(z) rationalen Function die Ungleichheit
erfiillt sein miissen

o o 2p+1 ko4 1 2p+1
2 me+ Y (ny+vp) +2 <T >— kl+k—p=0,
(2) ; ;( ) ; 5 > [k p

r=1

wodurch zugleich eine Grenze fiir die Anzahl etwaiger anderer Bedingungen gegeben ist.

Beachtet man endlich, dass, weil Fj(z) eine ganze Function, also der Grad, wenn die
gegebene Function nicht nur rational von z abhéngen soll, grosser oder gleich Null sein
muss, in dem einen oder andern Falle die Ungleichheit bestehen wird:

o o 2p+2 L 11
3) St w3 (5t ) e m-p-1z0.
r=1 r=1 r=1

k
13 o 2p+1 -] —-p—1
k41 <2> wenn k grade
D Y N M & R
r=1 r=1 r=1 5) P wenn k ungrade

und dass wegen der aus der Definition der Gréssen unmittelbar ersichtlichen Beziehung

> (55) - Twlzo

s T

die Ungleichheiten (3) und (4) die Ungleichheiten (1) und (2) zur Folge haben, so werden
wir
die Ungleichheiten (3) und (4) als die fir die Ezistenz einer in z und \/R(z)
rationalen und in der verlangten Weise unstetigen Function notwendigen und
hinreichenden Bedingungen anzusehen haben. Zugleich ist durch die obige Be-
handlung die Methode zur wirklichen Herstellung der Function gegeben.

So wird sich z. B., wenn die zu bestimmende Function nur in den Punkten

ai,az, - ag
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und zwar in jedem nur von der ersten Ordnung unendlich, sonst {iberall endlich sein soll,
fiir beide Falle die Ungleichheit
ozp+1

ergeben, so dass eine in z und /R(z) rationale Function mit weniger als p + 1 beliebig
gewahlten Unstetigkeiten erster Ordnung nicht existirt.

Nachdem die Frage nach der Existenz und wirklichen Herstellung einer in z und
v/ R(z) rationalen Function fiir den Fall, dass R(z) von paarem oder unpaarem Grade ist,
behandelt worden, wollen wir zeigen, dass wir uns im Folgenden nur mit Irrationalititen
zu beschéftigen haben, welche durch eine Quadratwurzel aus einem Polynome unpaaren
Grades dargestellt werden, indem sich nachweisen lésst,

dass sich jede aus ¢ und /p(C) rational zusammengesetzte Function, worin

©(¢) = (¢ —a1)(¢ —az) - (¢ — azp+2)

ist, durch eine in ¢ und z rationale lineare Substitution in eine andere Function
verwandeln ldsst, welche rational aus z und \/R(z) zusammengesetzt ist, wenn

R(z) = (z —a1)(z — ag) -~ (2 — azpy1)

gesetzt wird.

Substituirt man namlich bei willkiirlicher Wahl von oy

¢—ay
-~ =z 0y,
C_a2p+2

woraus
a2p4+22 — (a1 + a1a2p+2)

z—(1+aq)

folgt, so wird, wenn statt der entstehenden Constantenverbindungen die Gréssen

(=

g, a3, - Qpy]

gesetzt werden,

zZ — (9
— a2 = (a —a
C 2 (2p+2 2) —(14—0&1)
zZ — (3

¢ — agpy2 = (azp42 — a1) m
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sein, und sich somit

(agpt2 — a1) \/(azptr2 — az) -+ - (azpr2 — azp1)/R(2)

e(C) = (z _ (1 N al))p+1

ergeben, woraus folgt, dass jede in ¢ und /¢(¢) rationale Function

F(¢.\/¢(0))

durch eine rationale lineare Substitution in eine in z und /R(z) rationale

f(z, VR(2))

umgeformt werden kann, oder dass fiir die Differentialausdriicke die Transformationsglei-
chung besteht

— T apt2 z z Z.
PGP = s 1 VRG)) d

Wir werden uns somit im Folgenden nur mit den Integralen solcher Functionen zu
beschéftigen brauchen, welche rational aus der Variabeln und einer Quadratwurzel aus
einem Polynome 2p + 1'**" Grades dieser Grosse zusammengesetzt sind.



Zweite Vorlesung.

Die hyperelliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung.

Man nennt hyperelliptische Integrale p — 1%" Ordnung alle Integrale von der Form

[ 1GVRE) =

in denen f eine rationale Function von z und /R(z) bedeutet, und R(z), wie nach den
Auseinandersetzungen der vorigen Vorlesung ohne Beschrankung der Allgemeinheit an-
genommen werden darf, ein Polynom 2p + 1**® Grades von der Form

R(z) = A(z —a1)(z — ) -+ (2 — azpy1)

darstellt.

Fig. 1.

Um die die Function /R(z) reprasentirende doppelblédttrige Riemann’sche Fla-
che, deren Verzweigungsschnitte von aj, nach ag, von as nach a4, u.s. w. endlich von
agpy1 in die Unendlichkeit gefiihrt sein mogen, in eine einfach zusammenhingende zu
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zerlegen, soll zuerst ein im ersten Blatte verlaufender, den Verzweigungsschnitt a;as um-
schliessender Querschnitt a; gezogen werden, und ein zweiter by, welcher zwei gegeniiber-
liegende Punkte (s. Fig. 1) von a;, mit einander verbindet und den Verzweigungsschnitt
agp+100 durchschneidet; sodann ziehe man einen dritten Querschnitt ag, welcher asoy
umschliesst und verbinde diesen durch die Linie ¢; mit b1, ferner einen Querschnitt by
von einem Punkte von as zu dem gegeniiberliegenden aber so, dass derselbe wiederum
den Verzweigungsschnitt agpij00 trifft u. s. w., so wird durch die 2p Querschnitte

ai, az, ... Qp, bl, bg, bp

und die p — 1 Verbindungslinien ¢;, cg, ... ¢,—1, welche zu den a-Querschnitten hinzuzu-
nehmen sind, die Flache in eine einfach zusammenhéngende zerlegt werden.

Nun soll ein hyperelliptisches Integral erster Gattung ein solches genannt werden,
welches fiir keinen Punkt der Riemann’schen Fliache unendlich wird, zweiter Gattung
ein solches, welches nur in einem Punkte derselben und zwar algebraisch von der ersten
Ordnung unendlich ist, endlich ein hyperelliptisches Integral dritter Gattung ein solches,
welches fiir zwei beliebig gewahlte Punkte der Flache z; und 2o logarithmisch unendlich
wird und zwar so, dass, wenn das Integral in z; unendlich wird wie

Ajlog(z — 2z1)

und in zp wie
Az log(z — 29)

zwischen den Coefficienten der Unstetigkeitsfunctionen die Beziehung besteht

A1+A2=0.*)

Dass diese letztere Bedingung eine nothwendige, wenn iiberhaupt ein hyperellipti-
sches Integral bestimmbar sein soll, ist leicht einzusehen; denn denkt man sich fiir dieses
Integral die beiden Punkte z; und 29 durch unendlich kleine Kreise ausgeschlossen und
die Peripherieen dieser Kreise mit ein und demselben Punkte eines der oben bezeichneten
Querschnitte verbunden, so wird offenbar das Integral in einer Curve um diesen Punkt
genommen den Werth

2mi A1 + 2mi Ay

*) Fiir den Fall, dass z; oder zy Verzweigungspunkte der Flidche sind, wird man nur, damit diese
Beziehung bestehen bleibt ) .
Ailog(z — 21)2 oder Aslog(z — 29)2

als Unstetigkeitsfunctionen einzufithren brauchen, d. h. die Logarithmen von Functionen, die in diesen
Verzweigungspunkten von der ersten Ordnung Null werden.
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haben, da der Querschnitt zweimal in entgegengesetzter Richtung tiberschritten wird, und
der von dem Logarithmus herriithrende Stetigkeitssprung bekanntlich 27i ist; da jedoch
der Werth des Integrals auf jener Curve in der urspriinglichen Flache genommen Null ist,
so wird sich

A1 +A,=0

ergeben. Zugleich geht hieraus hervor, dass kein hyperelliptisches Integral existiren kann,
welches nur in  einem Punkte auf einem Blatte der Riemann’schen Fliche
logarithmisch unendlich wird, da sonst der Coefficient des logarithmischen Gliedes ver-
schwinden miisste.

Es soll nun die Form der hyperelliptischen Integrale erster Gattung, die also in keinem
Punkte unendlich sind, aufgestellt werden. Gehen wir von dem allgemeinen hyperellipti-

schen Integrale
po(2) +p1(2)VR()
20 Tbo(z) + 1#1(2) R(z)

aus, in welchem

900(2)’ 901(2)7 ¢0(Z)7 1/)1(2),

ganze Functionen von z,
R(z) = A(z — 1) (2 — az2) - - - (2 — agpy1),

und zp weder ein Verzweigungspunkt noch ein Unstetigkeitspunkt der Function unter
dem Integral ist, oder auch von dem Integrale

/ fo2) + iRV R(Z)
20 o(z) ’

in welchem
fo(2), fi1(2), ¢(2)

ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten.
Sei nun

p(z) = (z —a))" (z —az)™2 -,

so folgt leicht aus bekannten Sétzen iiber die Stetigkeit von Integralen unstetiger Func-

tionen, dass, weil das Integral in den Punkten a4, ag, --- auf beiden Bléttern also fiir die
Werthe

+v/R(a1), =+ R(az),
endlich sein soll, a1, as, --- zu den Verzweigungspunkten gehdren miissen; wird nun

p(2) = (2 = a1)" (2 — a2)"* - (2 — agpyr) 2+
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gesetzt, so fordert die Bedingung, dass das Integral auch in den Verzweigungspunkten
endlich oder dass

fol2) + fi(2)V/R(Z) } o

{(Z —ar) (z —an)k(z —ag)kz - (2 — agpir) kvt

sei, dass die Grossen
ki, ko, -+ kopyr,

wie man durch eine leichte Ueberlegung findet, die Null oder die Einheit bedeuten, und
fo(z) durch ¢(z) theilbar sein muss; es nimmt somit das obige Integral die Form an:

/ (z = )" -+ (2 = agps1) 11 Fo(2) + fi(2)V/R(2) dz

(Z — al)kl e (Z _ a2p+1)k2p+1

in welchem auch Fj(z) eine ganze Function von z bedeutet. Beachtet man endlich noch,
dass dieses Integral auch im unendlich entfernten Punkte endlich sein soll, und sich daher
die Function unter dem Integral mit z multiplicirt fiir unendlich grosse z der Null néhern
muss, so folgt, da /R(z), nach fallenden Potenzen von z entwickelt, nur gebrochene
Potenzen enthélt, dass

und dass, wenn sodann Zahler und Nenner mit der ganzen Function

(z—an)' ™M (z =)' (2 = agpy) TR

multiplicirt wird, in dem Integral

dz

/ (z =)' R (2 = agp) P fi(2)
P, R(2)

der Grad des Zahlers die Zahl p — % nicht tibersteigen, also hochstens der p — 1% sein
darf, so dass wir als allgemeinstes hyperelliptisches Integral erster Gattung das folgende
erhalten:

J(z) = / ap+ a1z + agz? + -+ ap_12P! i
20 R(Z)
welches sich wiederum aus den einzelnen hyperelliptischen Integralen
/ dz / zdz / 22 dz / 2P~ dz
w VR(E) Ja VR Jw VR(E) = VR(Z)

zusammensetzt, deren Unabhéngigkeit von einander wir spiter nachweisen werden.
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Um das allgemeinste hyperelliptische Integral zweiter Gattung zu ermitteln, welches
in einem Punkte z; eines Blattes der Riemann’schen Flache, welcher nicht Verzwei-
gungspunkt sein soll, und nur in diesem algebraisch von der ersten Ordnung unendlich
wird, gehen wir wieder von dem Ausdrucke des allgemeinen hyperelliptischen Integrales

j/ fo2) + 1(2)VR(=)
P, ¢(2)

aus und schliessen genau wie vorher, dass ¢(z) ausser fiir z = 2; nur noch fiir die Ver-
zweigungspunkte verschwinden kann, und dass dhnlich wie oben das Integral die Form
haben muss:

dz.

/ (2 — )" - (2 — agpy1)™ 1 Fy(2) + F1/R(2)
20 (z = 21)%(z — ar)k '--(z—a2p+1)k2p+1

Berticksichtigt man ferner, dass das Integral in z = 2z; nur auf einem Blatte algebra-
isch von der ersten Ordnung unendlich sein soll so ersieht man aus der Annahme, dass
Zahler und Nenner keinen Theiler gemeinsam haben, dass k£ = 2 sein muss, weil sonst das
Integral auf dem einen oder andern Blatte im Punkte z; von einer hoheren als der ersten
Ordnung unendlich wiirde, und wenn ausserdem die Bedingung hinzugenommen wird,
dass das Integral fiir z = co endlich bleibt, so folgt leicht, dass Fy(z) = ¢; eine Constante
sein muss, und dass in dem resultirenden Integrale

! (z—a)™(z—ag)! ™™ - (z —agp) T R (2) |
/{ G—a)? (z — 2)2/R(2) } !

der Grad des Zahlers im zweiten Bruche hochstens der p + 1% sein darf. Da man nun jede
ganze Function des p + 1*" Grades in die Form setzen kann:

(z—21)? [ap-12P" + ap02P 2+ + a1z + ag| + c(z — 21) + d,

weil dieselbe p+2 willkiirliche Constanten enthélt, so geht das obige Integral in die Summe
der beiden Integrale

20(Z2=2)% " (2= 21)2/R(2) 20 R(2)

iiber, von denen das zweite das allgemeine hyperelliptische Integral erster Gattung vor-
stellt; es bleibt uns daher nunmehr nur noch iibrig, den Bedingungen zu geniigen, dass aus
dem im Punkte z; unendlich werdenden Integrale die logarithmische Unendlichkeit her-
ausfallt und nur eine algebraische Unendlichkeit erster Ordnung auf einem Blatte iibrig
bleibt. Um der ersten Forderung zu entsprechen, bemerke man, dass fiir beide Blatter

1 1 _lRI(Zl? O
R R(z1)% 2R(21)%( 1)+
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und somit der Coefficient von (z — z;)~! in der Entwicklung der Function unter dem

Integralzeichen
R (z1)

R(z1)?

wird, so dass das logarithmische Glied verschwindet, wenn

cR(zl)*% —3d

(m) 2cR(z1) —dR/'(21) =0

wird; um endlich noch der letzten Bedingung zu geniigen, dass das Integral nur auf
demjenigen Blatte im Punkte z; algebraisch unendlich von der ersten Ordnung sein soll,
welchem der Wurzelwerth is(zl)% entspricht, worin ¢; die positive oder die negative
Einheit bedeutet, sind offenbar die Constanten noch der Bedingung zu unterwerfen, dass
der Coeflicient der negativen zweiten Potenz in der Entwicklung der Function unter
dem Integral nach steigenden Potenzen von z — z; fiir den entgegengesetzten Werth der
Quadratwurzel verschwinde oder dass

(n) ¢ — dalR(zl)*%

0

ist. Mit Benutzung der Gleichungen (m) und (n) geht somit das allgemeinste hyperellip-
tische Integral zweiter Gattung, wenn noch ¢; durch M ersetzt wird, in

M(Z — Zl) + €1R(21)%

_ 1 261R(Zl)% = z
E(z)_M/zol(z_Zl)z N (2 —21)2/R(2) B

iiber, worin J(z) das allgemeine hyperelliptische Integral erster Gattung bedeutet.

Sucht man endlich das allgemeinste hyperelliptische Integral dritter Gattung zu be-
stimmen, das also in zwei beliebigen Punkten z;, und z5 logarithmisch unendlich wird
und zwar fiir jeden dieser Punkte auf nur einem Blatte, und ausserdem so, wie es oben als
nothwendig erkannt worden, dass ndmlich die Coefficienten der logarithmischen Glieder
sich zu Null erginzen, so findet man wie frither zuerst wieder die Form:

/ (2 = a)M (2 — az)™ - (2 — agpy1)™+1 Fy(2) + Fi(2)\/R(2)
w0 (2= 2)F(z = 2) 2z — an)P (2 —ag)k2 - (2 — agpyr) R

worin ki, --- kop1 die Null oder die Einheit bedeuten; da dieses Integral in z; und 2
logarithmisch unendlich sein soll, so muss & = [ = 1 sein, und da dasselbe ferner im
unendlich entfernten Punkte endlich bleiben muss, so wird, wie unmittelbar einzusehen,
Fy(z) eine Constante c¢; sein, und der Zahler des zweiten Theiles unter dem Integral

dz

/ [ T o a2 — )t (2 —agy) TR R (2)
2 | (2= 21)(2 — 22) (z —21)(z — 22)y/R(2)
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nothwendig hochstens vom Grade p + 1. Da sich nun jede ganze Function des p + 1%"
Grades in die Form setzen lasst:

(z — 21)(2 — 22)[ap—122"  + ap22P 2+ -+ a1z + ag] + c(z — 21) + d(z — 22),

so wird das obige Integral die Form annehmen:

/ o1 N c(z—2z1)+d(z— 2)
o | (Z—21)(z=22)  (2—2)(z — 22)VR(2)
in welchem nur noch zwischen den Constanten c;, ¢, d eine Beziehung dergestalt zu
ermitteln ist, dass dieses Integral in den Punkten 2; und 25 nur auf je einem Blatte, und
zwar fur z; auf dem zu dem Wurzelwerthe elR(zl)%, fir z9 auf dem zu EQR(ZQ)% gehorigen
logarithmisch unendlich werden soll. Diese Bedingung zieht, wie aus der Entwicklung

der Function unter dem Integralzeichen unmittelbar einleuchtet, die beiden Gleichungen
nach sich:

dz,

z+/ ap—12P7 1+ -+ arz 4 ag
20 R(z)

C
! —dElR(Zl)_% =0
Z1 — %9
C
L CEQR(ZQ)_% =0,
zZ9 — 21
oder . .
1 1
c= ! eaR(z9)2, d= ! e1R(z1)?,
22 — 21 21 — %2

und es wird sich somit als allgemeinste Form des hyperelliptischen Integrales dritter
Gattung, wenn ¢; durch M ersetzt wird, die folgende ergeben:

1 1
(z) = M / [ 1 g TN TG CoE g
I (e Ty (z — 21)(z — 2)VR()

worin die Coefficienten der logarithmischen Glieder:

2M 2M
und ,
Z1 — 29 29 — 21

wie es sein muss, sich zu Null ergénzen, oder auch in symmetrischer Form:

— + J(2).

B R(z)% + €1R(2’1)% R(z)% + €2R(22)% dz
H(Z)_M/ZO[ Z—2z Z— 2 R(2)

Setzt man
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so sind die Coefficienten der logarithmischen Glieder die positive und negative Einheit,
und in diesem Falle wird das Integral dritter Gattung ein hyperelliptisches Hauptintegral
dritter Gattung genannt.

Um einzusehen, dass eine specielle Lage der Punkte z; und 23 zu einander das hype-
relliptische Integral dritter Gattung in das allgemeine zweiter Gattung iiberfiihrt, lassen
wir auf der Fldche von y/R(z) den Punkt 2z in die Umgebung von z; riicken, dann wird

— /
e2R(2)? = e1R(z)% + 2 21% R'(z1) 4
1 e1R(z1)2
oder 1 1
R 2 R 2 R
M(z_zl):m( -z )+%¢1(2—Z1)+{zz—z1}
Z2 — 21 22 — 21 c1R(21)}
sein, worin
{z2 — 21}

eine nach ganzen positiven steigenden Potenzen von z,—z; fortschreitende Reihe bedeutet;
da ferner ) )
R 2 R 2
M(z ~ ) = M(z )+ €1R(z1)%
21 — 292 21 — 22
gesetzt werden kann, so nimmt der erste der zwei obigen Ausdriicke fiir 17(z) die Form
an:

B (5 2)+e1R(21)? + {20 — 21}
€1R(21)2

1
M/zo [<Z —a)—a) (z = 21)(z — 2)VR(2)

N[ —

dz + J(z),

oder, wenn man z, unendlich nahe an z; riicken, also die beiden Punkte zusammenfallen

lasst,
R'(z1)

1 z—2z1)+e1R(z 3
M/ -+ T A
| (2 —21)? (z — 21)2/R(2)

es geht somit das hyperelliptische Integral dritter Gattung fir zwei zusammenfallende
Unstetigkeitspunkte in das allgemeine hyperelliptische Integral zweiter Gattung ber.
Vermoge dieser Eigenschaft wird es moglich sein, das hyperelliptische Integral zweiter
Gattung als Differentialquotienten des Integrales dritter Gattung nach einem der beiden
Punkte, fiir welche dasselbe logarithmisch unendlich wird, darzustellen, wenn wir noch
die folgende Bemerkung vorausgeschickt haben werden.
Seien

dz + J(2);

I(z,21,29), II(z,29,23), II(z,23,21)
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drei hyperelliptische Integrale dritter Gattung, welche resp. in den Punkten 2z, z9; 29, 23;
23, 21 logarithmisch unendlich werden, und zwar fiir dieselben Punkte auf denselben Blét-
tern, so dass ihre logarithmischen Glieder in den fiir die Umgebung dieser singuléren

Punkte giiltigen Entwicklungen lauten:

2M: 2M:
3 log(z — 21), 2 log(z — 22),
21 — 292 Z9 — 21
2M 2M
! log(z — 2z2), ! log(z — z3),
29 — 23 23 — %2
2M: 2M:
2 log(z — z3), 2 log(z — z1),
23— 21 21— 23
so sieht man unmittelbar, dass, wenn
M2:,23—21M3’ Mlsz:a
21 — 292 zZ2 — 21

gesetzt wird, die logarithmischen Glieder in den Entwicklungen der Summe jener drei In-

tegrale dritter Gattung wegfallen, und diese Summe, weil in der ganzen Riemann’schen

Flache endlich, ein Integral erster Gattung sein wird, dass also die Beziehung gilt:
II(z,21,29) + II(2, 29, 23) + 1 (2, 23, 21) = J(2),

wenn die M in der angegebenen Weise bestimmt werden. Setzt man daher

M( —zu)—kM(z—

1 Z—Zyu z Zu—2u ZZ,) B L
/Zo (z = 2u)(z — 2) * (z — 2u)(z — 2)\/R(2) dz = J(2, 2, 2),

so folgt mit Riicksicht auf die Form der obigen Integrale

23 — R2
22— 2

23 — 21
21 — 22

MgJ(Z, z1, 2’2) + M3

J(z, 22, 23) + M3

J(z,23,21) = J(2)

oder

MgJ(Z,Zl,ZQ) _ M3 { (21 — Zg)J(Z,Zl,Zi) — iZQ — Zg)J(Z,ZQ,Zg) } + J(Z)
1 — <2

Lasst man nun 2y sich auf dem den Punkt z; enthaltenden Blatte eben diesem Punkte
unendlich ndhern, so geht die linke Seite, wie frither gefunden worden, in das allgemeine
Integral zweiter Gattung tiber, wihrend auf der rechten Seite, wenn 2z, = 21 + h gesetzt
wird, die mit M3 multiplicirte Klammer sich in

(z14+h—23)J (2,21 + h,z3) — (21 — 23)J (2, 21, 23)
h

J(Za z1 + hv 23) — J(Zazlaz?))
h

= (21 — 23) + J(z,21 + h, 23)
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verwandelt, welche Gleichung fiir verschwindende h die Form annimmt:

(21 — 23) 0o + J(z,21,23) = 2— 5

0J(z, 21, 23) 0 |21 — 23
8,21

-

Es wird sich somit nach der obigen Gleichung

MsJ(z,21,21) = 2M3i S J(z,21,23)| +J(2)
82’1 2
ergeben, und da das hyperelliptische Integral
A ; B I(z, 21, 2)

nach der oben gegebenen Definition ein hyperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung

ist, so findet man,
dass sich das allgemeine hyperelliptische Integral zweiter Gattung mit dem Dis-
continuitdtspunkte erster Ordnung z; von einem Integrale erster Gattung abge-
sehen als das Product einer Constanten in den nach z; genommenen Differen-
tialquotienten eines hyperelliptischen Hauptintegrales dritter Gattung darstellen
lasst, dessen zweiter logarithmischer Unstetigkeitspunkt ein vollig willkiirlicher
15t.



Dritte Vorlesung.

Herleitung der allgemeinen hyperelliptischen Integrale aus
Unstetigkeitsbedingungen und Darstellung des Dirichlet’schen Princips
fiir dieselben.

Wir wollen nunmehr mit Hiilfe der in der letzten Vorlesung aufgestellten hyperellip-
tischen Integrale der drei Gattungen das allgemeine durch willkiirliche Unstetigkeitsbe-
dingungen definirte hyperelliptische Integral darzustellen suchen.

Erwigt man nadmlich, dass das Integral zweiter Gattung

J(z,21,21)

als eine in der ganzen Riemann’schen Fliache endliche, nur in dem Punkte z; des einen

Blattes wie 5

zZ— Z21

unendlich von der ersten Ordnung werdende Function das Integral einer rationalen Func-
tion von z und \/R(z) war, welche letztere in der Nahe des Punktes z; in dem betrachteten
Blatte die Form hat:

2
m + (2, 21),

worin ¢(z,21) eine in der Umgebung von z; eindeutige und endliche Function von z
bedeutet, so folgt, dass das Differential dieser Function nach z; in der Umgebung dieses
Punktes sich darstellen lasst durch

4 N 0p(z, 21)
(z—2)3 021

und dass somit das Integral nach z genommen, als Function von z aufgefasst, in der Néhe
von z; die Form hat:

_(2:221)2 + (2, 2),

worin 1(z,21) in der Umgebung von z; endlich und eindeutig ist. Es ist mithin klar,
dass der Differentialquotient von J(z, 21, 21) in dem Punkte 2; in dem betrachteten Blatte
genommen von der zweiten Ordnung unendlich ist, in allen anderen Punkten, wie die
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obigen Schliisse unmittelbar zeigen, endlich bleibt, und dass sich somit jedes in z; auf
einem Blatte allgemein von der zweiten Ordnung wie der Ausdruck

R S

(z—21)2 z—=x

unendlich werdende hyperelliptische Integral durch

R 0J(z,21,21) S
—3 oo 2J(z,21,21)+.](z)

ausdriicken lasst, wenn R und S Constanten bedeuten.

Féahrt man mit diesen Schliissen in genau derselben Weise fort, so folgt, dass jedes
hyperelliptische Integral, welches in einem Punkte z1, welcher, wie von Anfang an voraus-
gesetzt worden, weder ein Verzweigungspunkt noch der unendlich entfernte Punkt sein
sollte, von der Art unendlich werden soll, wie eine gegebene Function:

() Ailog(z — 2z1) + Bi(z — zl)_l + Ci(z — zl)_2 +o + Ki(z— zl)_kl,
in einem Punkte z9 wie die Function
—Ajlog(z — 22),

im Uebrigen stets endlich ist, sich als ein mit constanten Coefficienten aus einem ersten

Integrale, aus der Function
Z1 — 22

2
und deren Derivirten bis zur k1*" Ordnung nach dem Unstetigkeitspunkte z; additiv
gebildeter linearer Ausdruck ergiebt, dessen Coefficienten mit Ausnahme desjenigen des
Integrales erster Gattung durch die gegebene Form («) fest bestimmt sind.

Wir kénnen nunmehr ein hyperelliptisches Integral bestimmen, welches im Punkte
21 wie

J(z, 21, 22)

Ailog(z — z1) + Bi(z — zl)_1 + C1(z — zl)_2 + + Ki(z— 21)_k1,

im Punkte zy wie
Aglog(z — z0) + Bo(z — 20) L+ Co(z — 22) 2 4 -+ + Koz — 29) 7™
u. s. w., endlich im Punkte z, wie
AJdog(z —2,)+ Bz —2,) '+ C(z —2,) 2+ + K (2 — 2,) ™
unendlich, im Uebrigen stets endlich sein soll, wenn nur die Bedingung erfiillt wird, dass

Ar+ A+ + A, =0,
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die in Folge genau derselben Schliisse, wie sie oben fiir zwei Unstetigkeitspunkte gemacht
worden, nothwendig ist, wenn iiberhaupt ein Integral von den angegebenen Eigenschaf-
ten existiren soll. Denn bildet man ein hyperelliptisches Integral J;, welches in z;, wie
vorgeschrieben, unendlich ist, ausserdem in z, logarithmisch unendlich wie

—Ajlog(z — 22),
im Uebrigen stets endlich; addirt dazu ein Integral Jo, welches in z5 unendlich wird, wie
(A1 + Ag)log (2 — 29) + Ba (2 — 22)_1 +Cy(z— 22)_2 +-+ Ko (2 — 2’2>_k2 ,

in z3 dagegen logarithmisch unendlich wie

— (A1 + Ag)log (z — 23),

sonst stets endlich; fiigt man ferner ein Integral J3 hinzu, welches in z3 unendlich wird
wie

(A1 + Ag + A3) log (Z — 2’3) + B3 (Z - Z3)71 + (s (Z . 23)72 + .-+ K3 (Z — Zg)ik‘?’ ,

wahrend der Ausdruck
— (A1 + As + As)log (2 — z4)

die Art des Unendlichwerdens in einem weiteren Punkte z; anzeigt, u.s. w., so werden
wir schliesslich in dem Ausdrucke

Ji+J++J

ein Integral erhalten, welches in z1, 25 --- 2,1 die vorgeschriebenen Unstetigkeiten hat
und in dem Punkte z, die logarithmische Unstetigkeit

— (A1 + A2+ + Ava)log (2 — 2)
besitzt, oder nach der in Betreff der A gemachten Voraussetzung so unstetig wird wie
Aylog(z — z);

bestimmt man daher endlich ein hyperelliptisches Integral .J,, welches in z, unendlich
wird, wie
B, (z — z,,)fl +C,(2— Z,,)f2 +--+ K, (z— Zu)ik” )

so wird
Ji+Jot++
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ein hyperelliptisches Integral sein, welches in den v Punkten z1, 29, --- 2, die vorgeschrie-
benen Unstetigkeiten hat, wihrend es im Uebrigen fiir alle z endlich bleibt, und man
sieht wiederum, dass die Coefficienten aller einzelnen Integrale zweiter und dritter Gat-
tung bestimmt sind, nur der Coefficient des hyperelliptischen Integrales erster Gattung
unbestimmt bleibt.

Man kann jedoch das gesuchte Integral auch aus v Integralen von der Beschaffenheit
zusammensetzen, dass das erste J; in 27 so unendlich wird, wie das gesuchte Integral dort
unendlich sein soll, in einem beliebigen andern Punkte a dagegen wie

—Ajlog(z — a);

Jy in 29 so unendlich wie das gesuchte Integral und in demselben Punkte a wie
—Aylog(z — a);

u. s. w., endlich J, in z, so unendlich, wie gefordert, aber in a wie
—A, log(z — a);

dann wird offenbar
Ji+Jot++

in 21, 22, --- 2z, so unendlich werden wie gefordert, und wegen
A+ Ay +4,=0

in z = a endlich sein, so dass sich diese Summe von dem gesuchten Integral wieder nur
um ein Integral erster Gattung unterscheiden kann.

Wir kénnen dieses Resultat noch in ganz anderer Form aussprechen; da namlich die
Riemann’sche Fliache von /R(z) aus zwei Bladttern mit p+1 Verzweigungsschnitten be-
steht und durch 2p Querschnitte in eine einfach zusammenhéngende Fléche zerlegt wird,
so wird jedes hyperelliptische Integral beim Ueberschreiten eines dieser Querschnitte je
einen Stetigkeitssprung machen oder 2p Periodicitdtsmoduln haben, wobei fiir die Inte-
grale mit logarithmischen Unstetigkeiten noch diejenigen Stetigkeitsspriinge hinzutreten,
welche vom Ueberschreiten der von den Unstetigkeitspunkten aus nach den Querschnitten
gezogenen Linien herriihren; diese letzteren mag man sich simmtlich der Einfachheit der
folgenden Darstellung wegen nach einem und demselben Punkte eines der 2p Querschnitte
gezogen denken, und wir werden dann von je einem Periodicitdtsmodul des allgemeinen
hyperelliptischen Integrales fiir die ganze Lange eines jeden der 2p Querschnitte sprechen
kénnen, weil nur solche Punkte ausgeschlossen werden, in denen das Integral logarith-
misch unendlich wird, und das successive Ueberschreiten aller von diesen herriihrenden
Verbindungslinien nach der oben fiir die Existenz des Integrals als nothwendig erkannten
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Annahme gar keine Werthverdnderung hervorbringt. Nun kann man offenbar das in dem
oben gefundenen hyperelliptischen Integrale noch unbestimmt gebliebene Integral erster
Gattung derart bestimmen, dass die reellen Theile der 2p genannten Periodicitdtsmoduln
oder die p Periodicitatsmoduln an den a-Linien oder die p an den b-Linien selbst gegebene
Werthe annehmen, wobei zu beachten, dass das Ueberschreiten der Querschnitte ¢ gar kei-
ne Werthveranderung hervorbringt, d. h. der Periodicitatsmodul an diesen Querschnitten
verschwindet, weil, um von einem Punkte desselben auf der einfach zusammenhéngenden
Flache zu dem gegeniiberliegenden zu gelangen, je zwei der andern Querschnitte auf ih-
ren beiden Seiten in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden miissen. Setzt man
namlich die Coefficienten der p unabhéngigen Integrale erster Gattung:

/zo j:(z)’ /zo Z;fz)’ /zo Zp;(‘i’;,

aus denen das allgemeine hyperelliptische Integral erster Gattung besteht, in die Form:

Ao+ Aoh, AL+ NG e A+ A,

so wird das gesammte Integral, wenn die Werthverdanderung aller Theile mit Ausnahme
des Integrales erster Gattung beim Ueberschreiten des Querschnittes a; mit

des Querschnittes by mit
Ry, + Sii,
die des Integrales erster Gattung
/ 2 dz
20V R(2)
au dem Querschnitte a; mit
(m—1) (m—1) .
T 2

und an dem Querschnitte b, mit
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bezeichnet werden, fiir die 2p Querschnitte die Stetigkeitsspriinge erleiden:

P+ Qi+ (Mo + Xi) (@ + 18 + (A + M) (@l +4i) + -
+(Apo1 + A1) (@ 4P Vi) = Uy + Wi,

Py + Qi + (Ao + i) (@ +2870) + (A1 + Nyi) (ol +25V4) + -
+(Ap—1 + Ap_qi )(ag Y +’Y(p l)i) = Uz + Vat,

Pyt @pi+ (o + i) (03" +371) + 4+ M) (o) + 1) +
+ (g1 + X)) (@ 4 Vi) = U, + Vi,

Ry + Svi+ (o + M) (B + 6% + (g + M) (8 + 604) +
+(p1 + Xy B) (B + 6 Vi) = W+ g,

Ro + Soi 4+ (Mo + M) (B + 6578) + (Ag + M) (B + 68V4) +
(g1 + X D) (BL D + 68 Vi) = W + Tui,

Ry + Spi+ (Ao + M) (B + 6574) + (Mg + M) (85 + 654) +
g1 + X ) (B 4+ 67 Vi) = W + T,

sollen nun entweder
U17 U27'”Up7 Wl) WQ)"'Wp

oder
Uy + Vi, U+ Vai, - Uy + Vpi

oder auch
Wi+ The, Wo 4 Toi,--- Wp + Tpi

gegeben sein, so werden entweder die 2p eben aufgestellten Gleichungen durch Identifi-
cirung der reellen Theile der beiden Seiten der obigen Gleichungen 2p lineare Gleichungen
zur Bestimmung von Ao, - -+ Ap—1, A, -+ A,y liefern, oder es werden sich aus den p linea-
ren Gleichungen, welche der zweiten Annahme entsprechen, die p Werthe von Ao + A,

- Ap—1+ A, ;i ergeben, in jedem Falle also durch jene Bestimmung die Werthe der noch
willkiirlich gebliebenen Coefficienten des hyperelliptischen Integrales erster Gattung fest
bestimmt sein, vorausgesetzt, dass die zur Bestimmung der X sich ergebenden 2p resp. p in
diesen Grossen linearen Gleichungen eindeutig bestimmte Werthe dieser Grossen liefern,
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oder dass die Determinante dieses Systems nicht Null ist; dass dies aber nicht der Fall
sein kann, soll gleich nachher durch einen Satz bewiesen werden, der spéater die Grund-
lage fiir die Einfithrung der ¥-Functionen in die Theorie der hyperelliptischen Integrale
bilden wird. Nehmen wir die eindeutige Bestimmung jener Coefficienten als erwiesen an,
so folgt,
dass es stets ein zu einer bestimmten doppelblittrigen Riemann’schen Fliche
mit 2p+1 Verzweigungspunkten gehoriges, von dem willkirlichen, aber bestimm-
ten und nicht singularen Werthe zy ausgehendes hyperelliptisches Integral giebt,
welches in v beliebig gewdhlten Punkten, zu welchen vorerst weder Verzweigungs-
punkte noch der unendlich entfernte Punkt gehoren sollen, Unstetigkeiten von
der Form

2 ko

Aolog (z = 20) + Ba (2 = 20) ' 4+ Ca (2= 20) 2+ + Ko (2 — 24)”

hat, worin o =1,2,---v zu setzen ist und
A4 Ag+-+4,=0

angenommen wurde, und fir welches ferner die reellen Theile der Periodicitdts-
moduln an den 2p Querschnitten der in eine einfach zusammenhdingende Fldche
verwandelten Riemann’schen Fliche von \/R(z) oder p dieser Periodicitits-
moduln selbst gegebene Werthe haben.

Es ist aber leicht einzusehen,
dass es nur ein solches von zy anfangendes hyperelliptisches Integral giebt;

denn seien J und J; zwei hyperelliptische Integrale, welche den angefiihrten Bedingun-
gen Geniige leisten, so wird J — J; ein von zy nach z sich erstreckendes hyperelliptisches
Integral sein, welches, da die beiden Functionen in denselben v Punkten in derselben Wei-
se unendlich werden, in der ganzen Flache endlich ist, und ausserdem entweder an den
2p Querschnitten nur rein imaginédre Stetigkeitsspriinge hat, wenn die reellen Theile der
sammtlichen Periodicitatsmoduln dieselben Werthe haben, oder fiir welches p Periodici-
tatsmoduln verschwinden, wenn p Stetigkeitsspriinge fiir beide Integrale einander gleich
sind; es wére somit J — J; ein von zg nach z sich erstreckendes hyperelliptisches Integral
erster Gattung, fiir welches die reellen Theile der 2p Periodicitdtsmoduln verschwinden
oder p Periodicitdatsmoduln selbst Null sind, was nach dem gleich zu erweisenden und
oben nur unter anderer Form benutzten Satze unmoglich ist.
Aber wir wollen ausserdem zeigen,
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dass jede andere Function von z, welche in den Punkten zi, 29, -+ z,, SO un-
endlich ist wie:

Aglog(z— 24) + Ba(z — 20) ' 4+ Ca (2 — 20) 24+ Ko (2 — 2a) ™,
worin o = 1,2,...v zu setzen ist, d. h. sich von diesen Functionen in den Punk-
ten z1,z29,...2, nur um endliche und eindeutige Functionen unterscheidet, wel-
che ferner in der vorgelegten Fliche, welche nach Ausschliessung der Unste-
tigkeitspunkte in eine einfach zusammenhdngende verwandelt worden, eindeutig
1st und beim Ueberschreiten der 2p Querschnitte a und b gegebene reelle Theile
von Periodicititsmoduln hat oder in den p a- oder in den p b-Querschnitten ge-
gebene Periodicititsmoduln besitzt, von dem oben gefundenen hyperelliptischen
Integrale nur um eine Constante verschieden ist.

Denn sei F(z) eine solche Function, so wird die Function

dF(z)
dz

offenbar in der urspriinglichen, mit Hiilfe der a- und b-Querschnitte einfach zusammen-
héngenden Flache, in welcher die Unstetigkeitspunkte wegen der algebraischen Unstetig-
keiten nicht ausgeschlossen zu werden brauchen, eindeutig sein, da die Ableitung einer
in einem Punkte eindeutigen Function auch wieder eindeutig ist; da sich aber die Func-
tionalwerthe zu beiden Seiten eines a- oder b-Querschnittes léngs demselben um dieselbe
Constante unterscheiden, so wird das Verhéltniss der Differenz der Functionalwerthe zu
dz bei unendlicher Annéherung an den Querschnitt sich derselben Gréanze néhern, d. h.
die Ableitung von F(z) auch an den Querschnitten eindeutig sein, oder anders ausgespro-
chen, es ist
dF(z)
dz

eine in der mehrfach zusammenhéngenden Riemann’schen Flache von /R(z) eindeu-
tige Function von z. Was ferner die Unstetigkeiten der Ableitungen von F(z) betrifft, so
ist, wie schon hervorgehoben, klar, dass diese Function in denjenigen Punkten unendlich
gross wird, in denen F'(z) es selbst ist, d. h. in den Punkten z;, 29, --- 2, und zwar, wie
unmittelbar ersichtlich, wie die Functionen:

Ay (z — zl)_l - B (z — zl)_g - 2C4 (Z — 21)_3 — =k K (Z — Zl)_kl_l
AQ (Z - 2’2)_1 - Bg (Z - 22)_2 - 202 (Z - 22)_3 — kQKQ (Z - ZQ)_k2_1
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also in all” diesen Punkten von einer endlichen Ordnung algebraisch unendlich; ausserdem

kann aber eine Function von endlicher Vieldeutigkeit — %ﬁz) war auf der vorgelegten
doppelblattrigen Flache eindeutig — in gewissen Punkten unendlich sein, wenn auch

ihr Integral in diesem Punkte endlich ist, doch kann dies bekanntlich nur in den Ver-
zweigungspunkten dieser Function stattfinden, also nur in einer endlichen Anzahl von
Punkten von einer endlichen Ordnung. Es wird daher die Ableitung von F(z) als eine in
der Riemann’schen Fliche von \/R(z) stets eindeutige und in einer endlichen Anzahl
von Punkten von einer endlichen Ordnung unendlich werdende Function von z nach der
ersten Vorlesung eine rationale Function von

z und /R(z)

d. h. F(z) ein hyperelliptisches Integral, und somit bis auf eine, willkirliche, additive
Constante das eine oben gefundene Integral sein. Es giebt daher tiberhaupt nur eine
Function, welche den oben aufgestellten Bedingungen geniigt.

Der eben erwiesene Satz von der eindeutigen Bestimmung der Function, welche den
fiir die Punkte der Fliache der hyperelliptischen Integrale angegebenen Bedingungen Ge-
niige leistet, ist das Dirichlet’sche Princip fiir diese Klasse von Flachen.

Bevor wir nun zum Beweise des oben erwahnten Satzes, die Periodicitdtsmoduln
betreffend, ibergehen, mag noch eine Bemerkung Platz finden, welche die Unstetigkeiten
der hyperelliptischen Integrale in den Verzweigungspunkten und dem unendlich entfern-
ten Punkte angeht.

Definirt man in einem der Verzweigungspunkte

a1, A, ... 2p 41
der doppelblattrigen Flache die Grosse
_1
(z —ap) 2

als von der ersten Ordnung unendlich gross und nennt wieder ein Integral zweiter Gattung
ein solches, welches nur eine solche Unstetigkeit besitzt, und ein Integral dritter Gattung
ein solches, welches in diesem Punkte wie

N[

Alog (z — a,)

unendlich gross wird, wiahrend es in einem beliebigen andern nicht mehrfachen Punkte ¢
wie

Alog (2 — ()

unendlich ist, und, wie schon frither hervorgehoben worden,

A+ A" =0
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sein muss, so erfahren die vorher gemachten Auseinandersetzungen, wenn die Forderung
gestellt wird, dass ein hyperelliptisches Integral in einem der Verzweigungspunkte a un-
endlich sein soll wie

Alogr+Br ' +Cr2+.. .+ Kr 7k,

worin
1

r=(z—ap)?

zu nehmen ist, nur geringe Modifikationen; es bedarf keines weiteren Beweises, dass das
in z = a, unendlich werdende allgemeine hyperelliptische Integral zweiter Gattung von

der Form ist J
z
M/ + J(2),
w0 (2 — ap) VR()

wenn J(z) wieder ein Integral erster Gattung bedeutet, und das allgemeine hyperellip-
tische Integral dritter Gattung fiir die Unstetigkeitspunkte o, und ¢, eR(¢ )% durch den
Ausdruck bestimmt ist

- _ eR(Q)?
M/ZO {2(,2 —ap)(z—¢)  2(z—VR(2)

dz + J(z),

und ebenso leicht sieht man ein, dass die successive Differentiation dieser beiden Integrale
nach dem Parameter o, die hyperelliptischen Integrale liefern wird, welche in diesem
Verzweigungspunkte von einer ganzen oder gebrochenen Ordnung algebraisch unendlich
werden.

Um endlich noch den unendlich entfernten Punkt zu beriicksichtigen, so erkennt man
leicht aus bekannten Criterien, dass das allgemeine hyperelliptische Integral, welches in
diesem unendlich entfernten Verzweigungspunkte von der ersten Ordnung also wie 23
unendlich gross wird, die Form hat

2P dz
v o )

und dass allgemein jedes hyperelliptische Integral, welches nur im Punkte 2 = oo von der
ten

B Ordnung mit Einschluss von Unstetigkeiten niederer Ordnung unendlich ist, wobei

k eine ungerade Zahl sein soll, sich darstellen lasst durch
p+E5L
v )

wahrend

/ Nz 4+ J(2)

20
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ein hyperelliptisches Integral ist, welches nur in z = oo von der ganzzahligen Ordnung
unendlich wird.
Endlich wird

1 R(C)?
M/ZO[%on(z—o =) “ TV

ein Integral dritter Gattung vorstellen, das in den Punkten 2z = oo und z = ¢ logarithmisch
unendlich wird wie der Logarithmus einer unendlich kleinen Grésse erster Ordnung.

Wie mit Hiilfe dieser Formen das allgemeinste hyperelliptische Integral mit will-
kiirlichen algebraischen und logarithmischen Unstetigkeiten zusammengesetzt ist, bedarf
nunmehr keiner weiteren Auseinandersetzung.

Es bleibt nun noch zur Vervollstandigung der eben gemachten Auseinandersetzun-
gen {ibrig nachzuweisen, dass in dem obigen System von 2p resp. p Gleichungen zur
Bestimmung der Coefficienten A+ \'i der unabhéngigen hyperelliptischen Integrale erster
Gattung die Determinante nicht verschwinden kann. Wenn némlich fiir den Fall, dass wir
die 2p reellen Theile der 2p Periodicitdtsmoduln des Integrals erster Gattung als gegeben
betrachten wollen, die Determinante der Gleichungen

Moat” = A + aal? = NP P - P = -
RV W T TS N S A S Y
Mooy = X + Map! = Nl 4 npaaf T =N Y =0, - By

Mot = Xoat” + s = Nt A BT X e = - Ty

2088 = M3s” 4+ My = Mg - A B =N e =W, - T,
verschwindet, so wird man 2p Grossen
1105 1105 15 H s - - - Hp—15 Hpp—1
bestimmen koénnen, die nicht alle verschwinden und dem Gleichungssystem geniigen

0 0 1 1 -1
noat” = oy + ot — it + - ol = Y =0

(0) (0) (1) 7 A1) (p—1) (p—1) _

poQp” — pgYp +p1ap = pyp A o1y —up 1w =0
0 0 1 1 —
1B — 155\ + B — s 8P - up_15§ V=0
0 1 1 — -1
0By — 1pds” + B — e + oy Y — 0 =0,
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wenn nicht etwa alle Coefficienten a.., 8, v, 0, oder wenn nicht simmtliche Periodici-
tatsmoduln der p selbsténdigen Integrale erster Gattung verschwinden, was nachher als
nicht statthaft erwiesen wird. Das Bestehen dieses Gleichungssystems ist aber identisch
damit, dass fiir das Integral erster Gattung

(po + Méi)/ bz + (1 + pyi) _zdz + o (pp—1 + l/li)/ L dz
20V R(2) 20V R(2) ! 20V R(2)
3 / (ko + pigd) + (p1 + phd)z + -+ (pp—1 + py,_q8)2P "

s R(z)

dz

die reellen Theile simmtlicher Periodicitatsmoduln verschwinden, was, wie sogleich ge-
zeigt werden soll, nicht moglich ist. Es soll ndmlich im Folgenden bewiesen werden, dass,
wenn die Periodicititsmoduln eines beliebigen hyperelliptischen Integrales erster Gattung

/ Co+ Crz+Coz? 4+ + Cp12P7 !
20 R(Z)

dz

an den Querschnitten ay bei noch nédher anzugebender Richtung des Ueberschreitens der-
selben mit

ag + "}/kZ,
an den Querschnitten by, mit

Bk + 0kt
bezeichnet werden, die Ungleichheit besteht

p

Z (041/(5V - 51/7V) >0,

v=1

somit auch nicht, worauf oben Bezug genommen war, a,, und 3, fiir alle v verschwinden
diirfen. Und es wiirde weiter aus diesem Satze folgen, dass, wenn nicht die 2p reellen
Theile der Periodicitdtsmoduln, sondern die p Periodicitdtsmoduln des Integrals an den
a-Querschnitten oder die p an den b-Querschnitten gegeben sind, die Bestimmung der
Grossen A, + Ni in dem frither aufgestellten Gleichungssystem eindeutig moglich sein
muss; denn wenn z. B. die Determinante des Gleichungssystems

o + M) (@ + 494 + g + Myl + 4Dy + -
(Mgt A (@ 4PV = U - Pt (V- Qu)i
o+ Xi) (@b +257%) + (A1 + M) (ay? + Vi) + -
(o1 + A D) (@ 4PV = U, — B+ (V- Q)i
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verschwindet, so wiirde sich wieder nach denselben Schliissen wie vorher ein Integral
erster Gattung finden lassen, fiir welches sdmmtliche Periodicitdtsmoduln an den a-
Querschnitten verschwinden, was ebenfalls nach der zu beweisenden Relation

p
Z 51/71/ >0

v=1

nicht moglich ist, da, wenn a,, = v, = 0 wire, diese Summe verschwinden wiirde.
Um den oben ausgesprochenen Satz zu begriinden, gehen wir von dem allgemeinen
hyperelliptischen Integrale erster Gattung

dz = u + vi

/ Co+Crz+Coz® + -+ Cpy2P!
20 R(z)

aus, worin
z=x+ yi,

und u und v reelle Functionen von z und y sind; dann werden in dem Ausdrucke

udv:ugzd:{:—&—ug;}dy,

welcher in Folge der bekannten Beziehungen

ou  Ov ou v

a0y oy o
n
ou ou

iibergeht, die Coefficienten von dxr und dy namlich

oy’ Ox

—Uu

auf der ganzen Riemann’schen Fliche endlich und eindeutig sein, weil das Integral
erster Gattung u + vi es ist, ausgenommen in den Verzweigungspunkten von /R(z), da

ou Ov  A(u+iv) du+iv) Co+Crz+Coz? + -+ Cpy2P?

oz +Z(97x N ox dz N R(z)

oder
ou 8u B Co+Clz+ng2+~-+Cp_1zp*1

Oz ay R(z2)
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ist, welcher Ausdruck fiir z = a1, ag,...ag,+1 unendlich gross werden kann. Wollen wir
daher die vorgelegte Riemann’sche Flache zu einem vollstéindig begranzten Raume
machen, innerhalb dessen sich fiir die Functionen ug“, ugy keine Discontinuitatspunkte
befinden, so werden wir nur die Verzweigungspunkte durch unendlich kleine doppeltge-

wundene Kreise auszuschliessen brauchen, und es wird dann nach dem bekannten durch

die Gleichung
/(Pdaz—i—Qdy // <8Cj_8P> dx dy
dargestellten Satze

(m) /Ud”_/< Yoy d““dy) //{3x( : > ai( gZ)}dxdy
// <22962+82)dmdy+//[< > (a;‘)]dmdy

sein, worin das einfache Integral [wdv {iber die gesammte Begrdnzung der vollstin-
dig begrénzten Fliche in der bekannten Richtung genommen, und die rechts stehenden
Doppelintegrale iiber den Inhalt dieser Fliche auszudehnen sind. Nun ist aber leicht
einzusehen, dass

/ udv

iiber die Begrinzung eines um einen Verzweigungspunkt beschriebenen Doppelkreises
ausgedehnt, den Werth Null annehmen muss. Denn sei a der Verzweigungspunkt, und
werde der auch in diesem Punkte endliche Werth von u mit u, bezeichnet, so wird, wenn
der Werth von u fiir die Peripheriepunkte dieses unendlich kleinen Doppelkreises durch
uq +e(x,y) dargestellt wird, wo e(z,y) fiir alle in Betracht kommenden Punkte unendlich

klein ist,
/ udv:ua/ dv+/ e(z,y) dv,
(a) (a) (a)

und da ) .

e p—
/ d’LL—|—Z/ dU:/ Co+C12+CQZ + —|—Cp712 dZZO
(a) (a) R(z)
ist,

/ du = / dv =10

(@) ()

/ udv :/ e(z,y) dv
(@) ()

sein, und sich somit zuerst
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ergeben; daraus folgt aber

mod / udv = mod/ e(z,y)dv §/ mod e(z,y) mod dv
(@) () (@)

Co+Ciz+ Coz® +--- 4+ Cp 27!

dz,
R(z)

§/ mod e(x, y) mod
(o)

weil

C C Coz?2 4+ ... C, 201
mod dv < \/mé mod o+ Ciz+ gz];(-) +Cp 12 .
z

ist, und daher, wenn mit ds das Bogenelement des unendlich kleinen Doppelkreises, mit
r der unendlich kleine Radius bezeichnet, und

mod+/R(z) = modvz — a mod R(Z()l %f(az Y),

mod (Co +Cz+Co2%+ -+ Cp—12"~ 1) F(x,y)

gesetzt wird, worin f(z,y) fiir die Peripheriepunkte jenes Kreises endlich und von Null
verschieden, F(z,y) endlich ist,

1
mod/ udv §/ mod 8(%3/)@ < mod g(g;,y)w
(o) (o) rzf(z,y) ) f(z,y)

wenn ¢ den Centriwinkel des Kreises bedeutet, oder endlich:

d
mod/ udv<r5/ mod &(z, y) J(;E?/))SD 0.

Daraus folgt nun aber, dass in der Gleichung (m) das Integral [« dv nur iiber die bei-
den Seiten der Querschnitte a1, as,...ap, b1, b2,...bp, 1, c2,...cp—1 der Riemann’schen
Fléche wird ausgedehnt zu werden brauchen. Beachtet man ferner, dass fiir alle Punkte
des umgranzten Raumes bekanntlich

Pu %

922 "oy "

ist, so folgt, weil das Integral

T[T

vermoge der positiven Werthe der einzelnen Elemente selbst positiv ist, dass

/udvl
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iiber jene Begranzung der einfach zusammenhéngenden Flache genommen, wesentlich
positiv sein wird, wobei die Umkreisung so stattfinden muss, dass man wéahrend der
Bewegung die Flache zur Linken hat. Bezeichnet man nun der Unterscheidung halber
die innere Seite der Querschnitte mit a,,, b, , die dussere Seite derselben mit a, b}, so
wird das Integral, wenn als Integrationsrichtungen die in der Figur 2. durch die Pfeile

angezeigten genommen werden,
udv—/ udv+/ udv—/ udv+ -,
ay by by

/ udv—/ udv+/ udv—/ udv—i—/
at a; bf by at

1 1 2 2

da jeder Querschnitt auf beiden Seiten und in entgegengesetzter Richtung durchlaufen
wird, und u als reeller Theil des Integrales erster Gattung ebenso wie dv zu beiden Seiten
der Querschnitte ¢, fiir welche der Periodicitdtsmodul Null war, denselben Werth haben,
oder auch

/(ll(u+u_)dv+/bl(u+u_)dv+/a2(u+u_)dqu/(u—&-u—)dij.“’

ba

wenn mit «* und u~ die zu a™ und a~ oder b* und b~ gehorigen Werthe der u-Function

Fig. 2.

bezeichnet, die Integrationsrichtungen im Sinne der in der Figur angegebenen Pfeile ge-
nommen werden, und endlich beriicksichtigt wird, dass dv zu beiden Seiten desselben
Querschnittes wegen des constanten Stetigkeitssprunges des Integrales erster Gattung,
dessen rein imagindrer Theil die Grosse iv ist, denselben Werth hat.
Wird nun der Periodicitdtsmodul des Integrals erster Gattung an dem Querschnitt
a, mit
Ay = ay + i,
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an dem Querschnitte b, mit
B, = ﬁu + (S,,i,

bezeichnet, so wird an dem Querschnitte a, resp. b,

wh—u =a,, ut—u =-0,

Juwefifr oo ]

folgen, worin die Integrationsrichtungen die durch die Pfeile angezeigten sind. Da aber
dv der rein imaginére Theil des Differentials

sein, und daraus

(Co +Ciz4+---+ Cp_lzp_l) dz
R(z)

ist, so werden die geschlossenen Integrale {iber dv langs den Curven a, und b, genommen,
die rein imagindren Theile der Periodicitdtsmoduln an den resp. Querschnitten liefern,

und daher
/ dv = 61/7 / dv = Yv
ay bu

p
/udv = Z(al,d,, = B ),
v=1

und daher nach dem frither gefundenen Resultate

sein, so dass

p

Z(ayél, — Buvyw) >0

v=1

ist. Somit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen.

Wir wollen am Schlusse dieser Vorlesung noch die wirkliche Darstellung der Peri-
oden eines hyperelliptischen Integrales in Form von Integralen geben, die zwischen den
Verzweigungspunkten der Riemann’schen Flache von /R(z) ausgedehnt sind.

Sei das Integral
J = / f(z,V/R(2))dz
gegeben, welches auf festbestimmten Blédttern in den Punkten
21,29, Zm
und in den Verzweigungspunkten

a1, g, Qgpt1, 0
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unendlich werden soll, wie die Functionen:

Arlog(z —21) + Bi(z —21) '+ C1(z —21) 2+ + K1 (2 — 21) 7R,
Aglog(z — 29) + Ba(z — 22) L+ Co(z — 29) "2 + -+ - + Koz — 29) 72,

A
allog(z—al)% +bhi(z—a1) 24+ thi(z —a1)" 2,
1 _1 _2opt1
azpr1log(z — opr1)2 +bopy1(z — qopy1) 2 4o+ hopr1(z — azprn 2,

Mologz% —&—Mlz% o +M52g,

so werden wir in der durch Ziehen der Querschnitte
ai,az, - ap, bi,ba, by, 1,02, Cp1

einfach zusammenhéngend geworde-

nen Flache die Unstetigkeitspunkte Fig. 3.
durch unendlich kleine geschlossene
Kreise auszuschliessen haben, und
um die nunmehr wieder mehrfach
zusammenhéngende Flache einfach
zusammenhdngend zu machen, je
einen Punkt dieser Kreise, wie es
die Figur 3. angiebt,*) aus schon
oben angegebenen Griinden mit
demselben Punkte, der hier der
Schnittpunkt A des a;- und b-
Querschnittes sein mag, durch neue
Querschnitte dy,ds,... verbinden
missen.

Was vor Allem die an den
Querschnitten dy,ds, ... stattfinden-
den Stetigkeitsspriinge betrifft, so
sieht man unmittelbar, und ist schon
frither hervorgehoben worden, dass

*) Wir wéhlen in der Zeichnung einige Unstetigkeitspunkte im ersten, andere im zweiten Blatte.
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sie nur von den logarithmischen Gliedern in den Unstetigkeitsfunctionen herriihren, und
somit die entsprechenden Periodicitatsmoduln durch

2miAq, 2miAs, ... 2w A,
27m'a1, 277@'@2, e 27Tia2p+1,
2mi M

dargestellt werden.

Um die Periodicitdtsmoduln an den andern Querschnitten zu finden, werde bemerkt,
dass fiir die Aufsuchung dieser die Existenz der eben betrachteten logarithmischen Un-
stetigkeiten gleichgiiltig ist, weil das Ueberschreiten aller von diesen herriithrenden und in
demselben Punkte A zusammenlaufenden Querschnitte den Stetigkeitssprung Null ver-
ursacht, und in Folge dessen die Periodicitdtsmoduln ldngs den Querschnitten a und b
constant sind, wéahrend die an den Querschnitten ¢, wie schon frither hervorgehoben,
verschwinden. Um nun fiir die letztbezeichneten Periodicitdtsmoduln Ausdriicke in Form
von bestimmten Integralen zu finden, wird man die a- und b-Querschnitte mehr und
mehr um die Verzweigungspunkte herum zusammenziehen, bis die zwischen den einzel-
nen Verzweigungspunkten sich hinziehenden Theile zu graden Linien werden, so dass die
a-Querschnitte zu beiden Seiten des resp. Verzweigungsschnittes auf dem ersten Blat-
te zu einander parallel laufende Grade liefern, die b-Querschnitte dagegen aus Theilen
von graden Linien bestehen, welche sich zwischen den Verzweigungspunkten parallel,
aber in den beiden verschiedenen Bléttern gelegen hinziehen. Da nun, wie aus der allge-
meinen Theorie bekannt, iibrigens aus der obigen Figur unmittelbar ersichtlich ist, der
Stetigkeitssprung an jedem a- und b-Querschnitte durch das iiber den zugehorigen b- und
a-Querschnitt genommene Integral dargestellt wird, so werden sich, wenn wir die durch
die Richtung der Pfeile bezeichneten Spriinge des Integrales J an diesen QQuerschnitten
durch

Ja,, und Jp,

bezeichnen, ferner die Integrationen ebenfalls in der durch die beistehenden Pfeile ange-
zeigten Richtung ausfiihren und beachten, dass fiir die iiber die b-Querschnitte ausgefiihr-
ten Integrationen die langs den Verzweigungsschnitten in entgegengesetzten Richtungen
verlaufenden Integrale sich aufheben, unmittelbar die Beziechungen ergeben:

Q241 2k 43 a2pt1
Jak:—2/ dJ—2/ dJ—~~-—2/ dJ,
a2p Q242 a2p
a2k
Ty, = —2 / dJ,
QK1

worin die in J,, vorkommenden Integrale im oberen Blatte, die in J, vorkommenden
Integrale auf der oberen Seite (der Figur geméss) der resp. Verzweigungsschnitte ebenfalls
im oberen Blatte gradlinig zu nehmen sind.
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Daraus ergeben sich fiir die auf der mehrfach zusammenhéangenden Flache und zwar
in der eben angegebenen Weise zwischen je zwei Verzweigungspunkten ausgefithrten In-
tegrale die Beziehungen

Q241 1 1 Q2 1
/ dJ = §Jak+1 — §Jak, / dJ = 7§ka’

2k 2k—1

wenn man nun alle Verzweigungspunkte mit einer im oberen Blatte gelegenen geschlosse-
nen Linie umgiebt, und der Einfachheit wegen annimmt, dass das hyperelliptische Integral
keine Unstetigkeitspunkte besitzen, somit ein Integral erster Gattung sein soll, so wird
dieses Integral den Werth Null liefern, und wenn man andererseits beriicksichtigt, dass
nach Zusammenziehung aller Querschnitte in der oben angegebenen Weise auch diese
geschlossene Linie bis zu jenen Querschnitten hin in eine gebrochene Grade zusammen-
gezogen werden kann, so ergiebt sich die Integralbeziehung

a2 Qy azp [e%e)
/ dJ+/ dJ—l—-~+/ dJ+/ dJ =0,
aq a3 Qa2p—1 Q2p+1

in welcher die einzelnen Integrale auf der oberen Seite der Verzweigungsschnitte im oberen
Blatte gradlinig zu nehmen sind, und wir erhalten somit fiir das Integral zwischen den
Verzweigungspunkten asg,1 und oo unter der gemachten Voraussetzung den Ausdruck:
o0
/ dJ = 3T, + 5 Jo, + -+ + 5,

Q2p+1

Endlich sollen noch die Periodicitdtsmoduln durch die auf der einfach zusammen-
héngenden Riemann’schen Flache F’ zwischen den Verzweigungspunkten verlaufenden
Integrale dargestellt werden, wobei wir der Einfachheit wegen annehmen, dass das In-
tegral gar keine logarithmischen Unstetigkeiten besitzt, d. h. dass andere Querschnitte
als die a-, b-, c-Linien nicht vorkommen — ich bemerke jedoch, dass diese Beschrinkung
nur der Gleichférmigkeit der Ausdriicke wegen gemacht wird, indem ohne dieselbe zu
jedem Ausdrucke nur noch so viel mit den Coefficienten der logarithmischen Unstetig-
keitsfunctionen versehene Multipla von 274 hinzukommen, als von diesen herriihrende
Querschnitte durch den Integrationsweg geschnitten werden.

Dann ist aber leicht zu sehen, dass man mit Riicksicht darauf, dass sich die grad-
linigen Integrale von den auf der einfach zusammenhéngenden Flache genommenen nur
um die Stetigkeitsspriinge unterscheiden, welche durch Schneiden der Graden und der
Querschnitte entstehen, die Beziehungen erhélt:

2k

Qg
/ dJ :/ dJ + ka = %kaa
! Qg1

Q2k—1
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Q2k+1

B Q2k+1 B 1 !
dJ = AJ + Ty = Jap s = 3oy = $arsrs
F’ (653
a2k
a2p4-1
Q2p+1
/ dJ:/ dJ + Jo, = 3Ja,,
F’ azyp
azp
und unter der oben gemachten Beschrankung:
/ dJ:/ dJ — Ty — Joy — = o, = =5 Ty, — 5T, —
F Q2p4-1
Q2p+1

wobel die durch

J.

1
— i

41

D’

bezeichneten Integrale auf der einfach zusammenhéangenden Fléche F’ zu nehmen sind;
die hieraus fiir die Periodicitdtsmoduln entspringenden Ausdriicke durch die zwischen

den Verzweigungspunkten sich erstreckenden Integrale lauten demnach:

Q2K 41 Q243 Q2p41
Jo,, =2 dJ +2 dJ +---+2 dJ,
F’ F’ F’
Qg Q2k42 Q2p
a2k
Jy =2 [ dJ.

)ad
A2k —1
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Reduction des allgemeinen hyperelliptischen Integrales auf drei Arten von
Normalintegralen.

Wenn man auch nach dem Vorigen im Stande ist, ein Integral

/F(z,\/W)dz,

in welchem F eine beliebige rationale Function bedeutet, dadurch, dass man die Punkte
aufsucht, in denen F(z,\/R(z)) unendlich gross wird, und diese Function in der Néhe
dieser Punkte entwickelt, um die Art des Unendlichwerdens derselben kennen zu lernen,
aus den oben definirten Integralen der verschiedenen drei Gattungen und deren nach den
singuldren Punkten genommenen Differentialquotienten zusammenzusetzen, so wird es
doch fiir das Folgende wesentlich sein, drei feste Klassen von Normalintegralen aufzu-
stellen, auf welche sich jedes hyperelliptische Integral mit Hiilfe der in der Function F
vorkommenden Constanten zuriickfiihren lésst.
Sei
R(z) = A(z = an)( — ag) -+ - (2 — azpe1),

und F(z,1/R(z)) eine rationale Function von z und \/R(z), so wird sich

2 o= [P T 92()VERE)
/F< VER(z))d T Ve &

worin
e1(2), w2(2), ¥1(2), Ya(2)

ganze Functionen von z sind, wenn in der Function unter dem Integral Zahler und Nenner
mit dem conjugirten Werthe des Nenners multiplicirt wird, in die Form bringen lassen

t/@@+&@¢m4@:/ﬂww+ ?3?

in welcher Fi(z), F»(z), F'(z) rationale Functionen von z bedeuten. Da nun

/m@m




Reduction des allgemeinen hyperelliptischen Integrales etc. 43

als Integral einer rationalen Function von z eine algebraisch-logarithmische Function ist,
so handelt es sich somit nur noch um ein Integral von der Form

F(z)dz

VR(2)’

auf dessen Reduction wir nunmehr eingehen.
Nach dem Cauchy’schen Satze ist, wenn F(z) fiir die Werthe

21, 22, " Zn
unendlich wird,
W) Foy=—— [ EO4u L[ FO, L F()dt—i F) g
2m Jiy 2 — 1 2m Jizpy 2 — 1t 2mi Ji,)y 2 —t 2m0 (o) 2 — L

worin die Integrale so zu durchlaufen sind, dass die eingeschlossenen Flachen zur Linken
liegen, und das letzte Integral langs einem den Nullpunkt umschliessenden Kreise mit
sehr grossem Radius genommen werden kann; es wird sich somit, da die geschlossenen
Integrale um die Punkte z, genommen, wie bekannt, die Coefficienten von (t — z,)~! in
der Entwickelung von

F(t)

z—1

nach steigenden Potenzen von (¢ — z,) darstellen, und ebenso das um den unendlich
entfernten Punkt genommene Integral den Coefficienten von ¢! in der Entwickelung
derselben Function nach fallenden Potenzen von ¢ liefert, wenn wir diese Coefficienten

durch
z—1 (2—ta)~1 Z—t],—1

bezeichnen und die Gleichung (1) mit /R(z) dividiren, der Ausdruck ergeben

() ()
(z —t)/R (z —t)\/R

dessen einzelne Theile nunmehr weiter zu behandeln sein werden.
Nun ist aber eine unmittelbar ersichtliche Identitét, die man durch Ausfithrung der
Differentiation verificirt,

. F(t)

(z —t)\/R(z)

(t—=1) (t—2zn)

d [ RH) | d [ R(z) | _ 3G—0R(®)+ R ()] + [R() - R(z)]
dt | (z=t)\V/R()|  d= | (t—2)V/RE) (= — t)2V/R(z)V/R{D) ’
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welche, wie man durch einfache Ausrechnung erkennt, wenn

R(Z) = A22P+1 + Bgzzp + B122p_1 + -+ ngflz =+ ng

2p — 2r — 1 2p —2r +1 9
- At" - Byt"
5 + 5 5 1 +

2p—1r—2 2p—r—1
PEIy By

Fo(t) =

oder auch

-1 1 ?w—2 1

= ——(2p — 1), t" RV (1) —

2 S P G N
-3 1

29— 3). ot"2RZP=D () 4 ...
1 2p—r
—1) 1
+(=1) dp—2r+4(2p—r+1)!
1 2p—1—1 1
dp—2r+22p—r)!

(=1)"F(t)

(2p — 2), 1" RCP (1)

$(2p — )RR (g)

- (=1

R(2p77"+1) (t)

gesetzt wird, worin a; den k**® Binomialcoefficienten von a und R (t) die i*¢ Ableitung
von R(t) bedeutet, in

R(z)
(t —2)V/R(t)
Fop a(t)z N Fyp1(2)
T VREVE®D | JREVED

iibergeht, wobei zu bemerken, dass der Index der F-function den Grad dieser ganzen
Function in ¢ bezeichnet.

Integrirt man diese Gleichung nach ¢ zwischen den Grénzen 2z, und ¢, so erhélt man

\/m _ V R(2a) _
(z —t)VR(2) (2 - z2)/R(2)
) LA RMmd, 22 R d
t—z) \/R \/R s VRE)  /R(Z) J: /R()

F2p2 + 1 ngl()dt
A v o v on

und daher, wenn man mit \/R(t) dividirt, mit F(¢) multiplicirt, auf beiden Seiten nach
steigenden Potenzen von t — z, entwickelt und die Coefficienten von (t — z,)~! einander

_4ad
dz

d [Rw
(3) dt (Z*t) R(Z)

£




Reduction des allgemeinen hyperelliptischen Integrales etc. 45

gleichsetzt,
F(t B R(za) F(t)
(z - t)/R(z) T (2= 2a)V/R(za) | VR() (t—za)-1
e [ F(t) [ Fo(t)dt
R(z) | VR(t) )= /R(t)
" L [ F(t) [ F(t)dt
@ | VED - VRO, .
! F(t) Fop(t) dt
VR |VEW® J-. VRO,
d F(t) dt
+ - VE() JRD Je. = 2)VED (t’_za)_l

wenn wir uns der oben definirten Bezeichnung bedienen.
Wir gehen wieder zu der Gleichung (3) zuriick und integriren nach ¢ fiir den An-
fangswerth ¢ = oo, so ist klar, dass man
VR( VR -1 F
(5) (])__“ ) —d/ PR (2) gy 2 o(t) dt |
Z p—

(z—t)\/R(z) dz ) (t—2)/RE)  VR() Jeo VR({)
N 1 Fop_1(t) dt
VR(z) Jo  \/R(t)
erhélt, wenn man nachweisen kann, dass die Integrationsconstante Null wird; da aber auf
der linken Seite in der Umgebung des unendlich entfernten Punktes

\/R(t):A1 +a1t S I
1 11

=—_. =t %~
z—1 t 1-7%

ist, so wird die Entwickelung der linken Seite nach fallenden Potenzen von ¢

1
R(t) -4 %5 4+ fallende gebrochene Potenzen von t;
(z =)V R(z) R(z)

auf der rechten Seite dagegen wird

1 —1
— A3t ZPH{l—i—alA 2t1—|— }
R(t)
— AT bt 4
=t gt 24

t—=z
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also
1 _1._2p+3 _2p+5
=A"2t" "2 4ctm 2 4.,
(t —2)V/R(t)
und daher
/ dt 2 _1._2p41 2 _2p+3
= A"z — ot T —
(t — 2)\/R(t) 2p+1 2p+3
ferner, da
F.(t) = (p—r — 3)At" + fallende Potenzen von ¢
ist,
F. 1
BEZ) =(p—r— %)A_ét_ #3247 4 fallende gebrochene Potenzen von ¢,
und
( ) dt 1+r
R(t) + fallende gebrochene Potenzen von t,

so dass die Entwickelung der rechten und linken Seite der obigen Gleichung in der Umge-
bung des Punktes ¢ = co nur gebrochene Potenzen von ¢ enthélt, die fiir t = co entweder
unendlich gross werden oder verschwinden. Es ist somit die Integrationsconstante Null,
und die Gleichung (5) richtig, wenn auf der rechten Seite die Integrale mit der untern
Grénze unendlich nur anzeigen sollen, dass die Functionen unter dem Integral in der
Umgebung von z = oo zu entwickeln sind, und aus (5) ergiebt sich wieder dhnlich wie
oben

“ IR R aN WOy 0T
(z = 0)VR(2) ], VR \/R(z VR(t)
() F(t) dt
.o /oo OB " VR S ovED)

Es folgt somit aus (4) und (6) durch Einsetzen in (2), wenn

Fo ]
RO, .
F(t) F.(t) dt _ () F(t) F(t) dt _ ()
76 . e VR | iy )
worin r =0,1,...p— 1,
F(t) Fy(t) dt _ 1. F(t) FE@)dt|
ol s [ VRw |y )
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wennr=p,p+1,...2p—1, ferner

= fa(z)a

(t—2a)"

t / dt
VR(t) Jzy (t—2)/R(t)
endlich

1+ zg") 1 — 1) =10
k%r) + k(r) k7(lr) k(?") k,(r)
fi(z) + fa(2) + -+ ful2) = fo(z) = f(2)

gesetzt und mit dz multiplicirt wird, die nachstehende Reduction des allgemeinen hype-
relliptischen Differentials:

(7) F(z)dz  Ci\/R(z1)dz R Cn/R(zn)dz
R(z) (22— z1)VR(2)dz (z — 2zn)\/R(2)
102201y (1) 22024, 1(0=1) 2P
R(2) VR(2) R(2)
P p=1g, R+ ,p—2, L(2r=1) 4,

Re) | VRm | VEGE
d
+ L {1VEG e,

F(z) dz

VR(z)

in eine endliche Anzahl von Integralen von der Form

/(z—zj)z R(z)’

221 4, 22P=2 (5 2P dz

NCoRN AN R v =)

so dass sich somit

in Integrale von der Form

in solche von der Form
P dz 2P=2 dz dz

VR(z)’ VR(Z) R(z)’

und in eine Function
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zerlegt, welche, wie aus der Definition von f(z) hervorgeht, und nachher noch genauer
ausgefiihrt werden soll, das Product einer rationalen Function von z in /R(z) ist.

Das Charakteristische dieser drei Integralklassen ist unmittelbar aus ihrer Form zu
erkennen. Es ist bekannt, dass die letzte Integralklasse nur Integrale erster Gattung ent-
hélt; fiir ein Integral der zweiten Klasse, dessen Form

2Pt dz
VR(z)

ist, folgt unmittelbar, dass dasselbe fiir jeden im Endlichen gelegenen Punkt endlich ist,
dass aber wegen

1 1 2p+1 2p+3
=A"22" "2 4+bz 2 4---
R(z)
oder
Zpta 1
=A"22%2 4 p2% 2 +
R(z)

oder endlich X

1
VER(E)  ats a—3
dieses Integral fiir 2 = co von der a + %ten Ordnung unendlich wird; da nun z = oo ein
Verzweigungspunkt der zu /R(z) gehorigen Riemann’schen Flache ist, so wird das

bza_% —+ ..

Integral in diesem Punkte, wenn 22 von der ersten Ordnung unendlich gesetzt wird, von
der 2a + 1%*" Ordnung unendlich oder es stellt ein Integral vor, welches nur fiir z = oo
und zwar so unendlich wird, dass 2a + 1 Punkte, fiir welche es von der ersten Ordnung
unendlich ist, dort zusammenfallen. Die ersten Integrale endlich, welche die Form haben

/(z—zj)z R(z)’

werden nur in z = 2, und dort logarithmisch unendlich und zwar auf beiden Blattern, sind
also, indem die beiden Punkte z; und 25 eines allgemeinen Integrales dritter Gattung hier
in iibereinander liegende Punkte verschiedener Blétter fallen, Integrale dritter Gattung;
nur wenn z, eine der Losungen ai,as,...agy+1 des Polynoms R(z) ist, wiirde es, wie
unmittelbar zu sehen, ein Integral zweiter Gattung sein, dann aber, wie spéter gezeigt
wird, in der Reduction gar nicht vorkommen.

Wir wollen noch kurz einige Betrachtungen in Betreff der Coefficienten der oben
gefundenen Reductionsformel anstellen. Was zuerst den Werth von

F(t)
R(t)

(t—z2a)~ 1
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betrifft, so wird, wenn z, nicht eine der Losungen von R(t) = 0 ist,

1

1
0 =R(za) 2 +bi1(t —2zo)+ -

sein, und da, wenn F(z) in z = z, von der m*" Ordnung unendlich wird,
F(t) = c_m(t — za)_m i C—m+1(t _ zq)—m-&-l 4o

ist, so werden zur Bestimmung der obigen Grosse C, nur diese beiden Reihen zu mul-
tipliciren sein, und zwar wird man von der ersten nur die ersten m Glieder zu kennen
brauchen, um den zugehorigen Werth von C, herzuleiten, der im Allgemeinen von Null
verschieden sein wird. Ist dagegen zo = o, aa, ... agpy1, dann wird

1
R{)

1 1 1
=A"2(t—24) 2 +b1(t —24)2 4 -+,

und daher wird das Product dieser Reihe mit der Reihenentwicklung von F'(¢) nur gebro-
chene Exponenten enthalten, also C, = 0 sein, und sich somit kein dem Discontinuitdts-

punkte z, entsprechendes Integral dritter Gattung ergeben.
Der durch die Gleichung

F(t) [ Fo(t)dt

VER(t) Jz /R(L)

worin r = p,p+1,...2p—1 zu setzen ist, gegebene Werth von k, wird, wenn wir z, wieder
von i, @, ... agp1 verschieden annehmen, da

k) =

(t—zo)""

1 1
= R(zq) 2 + t—2q)+ -
0 (2a) ar(t — za)
t— Za t—2a)" (r
Ft) = Frzo) + 20 B+ 2 R0
also Fo(t) di .
: :Fr « R « T2(t - o)+ )
| TR = B R 3 2)
ausserdem P )
:R o T2 —m t_ a_m+ )
s = ) Bl
und daher

F(t) [ E.(t)dt

VR(t) Jz /R(1)

- mBR(20) "V (20)(t — 2o) "™ + steigende ganze Potenzen von t — z,
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ist, im Allgemeinen nur dann verschwinden, wenn m = 1 ist, weil dann die Reihenent-
wicklung bereits mit der nullten Potenz beginnt; ist z, = aq, a9, ... agp+1, so iiberzeugt
man sich leicht mit Hiilfe der vorher gemachten Entwicklung, dass in diesem Falle k, im
Allgemeinen nicht verschwindet; in allen Fdllen ist k) eine rationale Function von Za,
wie aus den Reihenentwicklungen unmaittelbar hervorgeht.

Was nun die Grosse

R _ | F@) [ E(t)dt
" VR® Jx VRO |,
angeht, so ist
1 _ A7%t72p2+1 n b1t72p2+3 L
R(t)
Ff,«(t):(p—r %)AtT+7
somit
Fr(t) ( 1)A7%tr72p2+1 +
R | .
Ry
und daher

/ Fr(t) dt _ —Af%t%_gp-‘rl P
ist nun p der Grad des Zahlers und v der Grad des Nenners der rationalen Function F(t),

so wird )
agt(1+cat ™ +--+) _ 0y

F(t) = 1 L.
also R
®) — 20 g=3—v="5" | fallende Potenzen von t,
R(t) bo
so dass
F F,
®) / (t) dt — 90 g-1ypv+r=2p o fallende Potenzen von t,
R(t) Joo \/R(t) bo
und es wird somit k:(()T) =0 sein, wenn
p—v+r—2p<—1
oder

p—v<2p—r-—1
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ist, d. h.
flirr= p p—v<p-—1
flirr= p+lpu—v<p-—2
firr=2p—1p—v<0
ist, und daher folgt, weil
D 4 k5 4+ k) — gD = g

ist, dass
F(z)dz

VR(2)

o1

in seiner in Einzelintegrale der verschiedenen Gattungen aufgelosten Form gar kein Inte-
gral erster Gattung hat, wenn F(z) fir keine Wurzel von R(z) unendlich wird, in seinen
Discontinuitatspunkten von der ersten Ordnung unendlich gross und zu gleicher Zeit echt

gebrochen ist.

Fiir 1 bleibt genau das fiir k) entwickelte, wie man sich durch Wiederholung der

vorher gemachten Schliisse iiberzeugen kann, bestehen, nur fiir
F(t) F.(t)dt
VR /. NED
worin r = 0,1,2,...p — 1 zu setzen ist, folgt, da, wie friiher,

F(t) F(t)dt _ ay

VRO ) R b

dass 1§ = 0 sein wird, wenn

i =

’
+—1

pw—v4+r—2p<—1

oder
p—v<2p—r—1

ist, d. h.
fiir r=0 p—v<2p—1
firr=1 w—v<2p—2

A~ gp=v+r=2r 4 fallende Potenzen von t,
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ist, und es wird somit in der Reductionsformel des hyperelliptischen Integrals ein Normal-
integral zweiter Gattung — wie wir jetzt die in der Reductionsformel vorkommenden, im
unendlich entfernten Punkte von einer endlichen Ordnung unendlichen Integrale nennen
wollen — 1iberhaupt nicht vorkommen, wenn F(z) fir keine Losung von R(z) unendlich
wird, fir seine Discontinuititspunkte von der ersten Ordnung unendlich gross und der
Grad des Zihlers kleiner ist als der um p Einheiten vermehrte Grad des Nenners, d. h.

wenn der Grad des Zdihlers den des Nenners nicht mindestens um p Einheiten tibersteigt.
Betrachten wir endlich noch

fa(2) =

(t—2a) 1

F(t) / dt
VRW®) . (t—2) RO

so wird die Berechnung dieser Grosse in der folgenden Weise anzustellen sein:

1 1
=R(za) 24+a1(t —24)+ -
o = G r =)
1 1 1 1
t—2z  z—z2a—(t—2za) 2= 2q1— e
_ 1 b=z n
2z —2q (22— 29)? ’
somit .
dt o) 2
/ _ _fiza) 2(t—Z'oé)vL‘--;
20 (t—2)\/R(t) Z = Za
da ferner P
= R(za) 2c-m(t —2za) ™ +
s = RCa etz

ist, so folgt

F(t) dt _ e (b — 2
\/R(t)/za(t—z)\/%_ e e ) T

so dass fo(z) jedenfalls, da alle Entwicklungscoefficienten von wie man unmit-

1
VER(E)
telbar sieht, dieselbe Irrationalitét R(za)_% enthalten, eine rationale Function von z und
2o wird, und verschwindet, wenn —m +1 2 0, also F(z) in z, von der ersten Ordnung
unendlich wird. Das Letztere tritt wieder, wie man sich auf dem schon angegebenen Wege
iberzeugen kann, nicht ein, wenn z, = a1, ag - - - agp41 ist. Die Entwicklung von

fo(z) =

F(t) / dt
VRO Jeo (t = 2)\/R[t)

t+—1
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endlich liefert

— AT
R(t)
| O T
t—Z_tl—%_t + 2t +
und daher
/ dt 2 _1. _2p+1
= — A 2t 2 —|— e ’
s (t — 2)\/R(t) 2p+1
da aber P
(t) = 90 g-gppv=2 + fallende Potenzen von ¢,
R(t) bo
so folgt

F(t) / dt 2 ap

= A gp=v=2=1 4 fallende Potenzen von t,
R(t)

w (t—2)\/R()  2p+1bo
und es wird daher fy(z) verschwinden, wenn
p—v—2p—-1< -1
oder
w—=v < 2pa
also der Grad des Zihlers nicht mindestens den des Nenners um die Zahl 2p tbertrifft.
Wir erwéhnen hier noch eine Beziehung, welche zwischen den Coefficienten k& und I
der Integrale erster und zweiter Gattung in der Reductionsformel gewisser Integrale und
den Coefficienten der um den Unendlichkeitspunkt herum giiltigen Reihenentwicklung
der Normalintegrale erster und zweiter Gattung besteht.
Sei das Integral
/ 2"dz
VR(2)
in welchem
R(z) = Az(z —a1)(z —a2) -+ - (2 — agp)
= AP T1 + By + Blzp_l + -+ ng,lz

—welche Form des Polynoms offenbar die Allgemeinheit der Untersuchung nicht be-
schrankt — und
n>2p—1

angenommen wird, in der oben angegebenen Weise in seine Normalintegrale zu zerlegen,
so wird, da 2™ fiir kein endliches 2z unendlich wird, das vorgelegte Integral gar kein Integral
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dritter Gattung enthalten und somit nach der Reductionsformel (7) sich in die Form
bringen lassen

z dz (0)/ 22~ 1alz 22P=2dz 4 D) 2Pdz
VR(2) ! VR(2)
1 -2
+k7(lp) il dz ) [ 2 Td2 4o k21 dz

%
X

\/R<z>+ ) VR T

worin fiir r =0,1,2,...p—1

o ¢ / F,(t)dt |
R(O) Joo VED |,
firr=p,p+1,...2p—1
K0 — ¢n / F(t) dt
R(D) Joo VED |,
und endlich
t" dt
fulz) = - /
V() Joo (t=2)\/R(t) |,
ist, wenn
2p —2r —1 2p — 2 2p — 2 1
()= LA+ T gyt Pty
2p0—r—2 2p—1r—1
—B,_ — B,
5 ot + 5 1

gesetzt wird.
Indem wir uns zuerst mit der Grosse lg) beschéftigen, setzen wir

1 F(t) dt

VER(t) Joo /R(1)

und schliessen aus dieser Form, dass die Entwicklung des Ausdrucks

1 / F.(t)dt

R(t) Joo \/R(t)
nach fallenden Potenzen von ¢, da n > 2p — 1 angenommen wurde, als Coefficienten der
Potenzen

1) —

n

—2p—1 —2p—2
2 A A
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die Grossen
l(T) l(r)
2p > 2p+1»

liefert.
Da nun aus den Entwicklungen

R(t)
20— 2r — 1
Et) =2 27" At 4 -
unmittelbar
[ BON_ i
oo VR(t)
und daher

_ 1 FT(t)d :tr_2p+...

VR() Jo /R(1)

folgt, so ist leicht zu sehen, dass

o~

F(t) dt -2 —2p—1 -2
=—(t"FP+mt"PT + o me g tTP) R(E
/oo R(t) ( ' ) VD

VRO
v=0

worin das auf der linken Seite der Gleichung befindliche Integral, weil » =0,1,2,---p—1,
ein Integral erster Gattung ist, und die Grossen

mi, M2, -+ Mr_1

rational aus den Constanten von R(z) zusammengesetzte Ausdriicke bedeuten; hiermit
ware die Beziehung zwischen den Coefficienten | der Integrale zweiter Gattung in der
Reductionsformel des mit n variirenden Integrales

Z"dz
VR(z)

und den Coefficienten der um den unendlich entfernten Punkt giiltigen Reihenentwicklung

gewisser Integrale erster Gattung gefunden.

Setzen wir ferner die Grosse £V in die Form

1 Fy(t)dt

VER(t) Joo \/R(t)

B —

n

Y
t—n—1
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so wird sich genau ebenso, wenn
r=p, p+l, - 2p—1

gesetzt wird,

Fr(t) dt -2 —2p—2 -2
=—(not" P +nit"" P+ a1t P)VR(E
/oo R() (no ' VL)

0
- VRD YoM
v=0

ergeben, worin wegen r = p,p+1,---2p—1 das Integral auf der linken Seite der Gleichung
ein Integral zweiter Gattung ist, und es wird damit die analoge Beziehung zwischen den
Coefficienten k der Integrale erster Gattung in der Reductionsformel der mit n variirenden
Integrale

Z2"dz

VR(2)

und den Coefficienten der um den unendlich entfernten Punkt giiltigen Reihenentwicklung
gewisser Integrale zweiter Gattung gefunden sein.

Es mag hier endlich noch einer Normalform der Irrationalitdt der hyperelliptischen
Integrale Erwdhnung geschehen, die haufig gebraucht und durch die Substitution

zZ — (9

a1 — 2

erhalten wird, aus welcher

also

a3 — Q9
z—az3= (g —az) (¢ —
a1 — Q9
Qg — O
z—ag= (a1 —a) (-
a1 — Q9

_ Qoptl — ozz)

Z— Qopy1 = (Oél - OéQ) (C a1 — o



Reduction des allgemeinen hyperelliptischen Integrales etc.
folgt; setzt man
%2 _ a1 — Q9
! a3 — (g
%2 _ a1 — 2
2 g4 — 2
%2 _ a1 — Q9
P gy — g
so ergiebt sich unmittelbar
R(z)
= (a1 — 042)\/14(043 —a)(as —az) - (agpir — az)\/C(l — QO =541 —54¢) -+ (1 = 54,_,0),

und es ist daher jedes hyperelliptische Integral in der Form darstellbar

JF (e ca=00 =200 =80 (1= 8,.,0)) de.

o7



Fiinfte Vorlesung.

Beziehungen zwischen den Periodicitdtsmoduln der zu derselben
Irrationalitat gehorigen hyperelliptischen Integrale.

Nachdem am Schlusse der dritten Vorlesung die Periodicitdtsmoduln eines allgemei-
nen hyperelliptischen Integrales aufgestellt worden, gehen wir nunmehr dazu iiber, die
Beziehungen zwischen den Perioden zweier beliebigen, aber zu derselben Irrationalitit
gehorigen hyperelliptischen Integrale herzuleiten, und betrachten zu diesem Zwecke ein
Integral

J(z, za),

welches auf festbestimmten Blattern in den Punkten
31, 32, "~ dps Rl 22, tct Zm, (1, Q2, ccc Qgpil, OO

unendlich werden soll, wie die Functionen

Arlog(z —31) + Bi(z—31)"" + Clz—3)72 +-+Rilz—5)"",
U, log(z — 3,) + %u('z—?ﬂu)_l + Q:u(z_ﬁu)_Q +---+ﬁ”(z—3u)_eu,
Arlog(z —2z1) + Bi(z —21)"' 4+ Ci(z —21) 72 +- -+ Ki(z — z1)7F1,

1 _1 _2
a2p1108(2 — agpr1)? + bop1(z — a2py1) 2 + egpa(z —Qpy1) 2+
_ A2p+1
thopi1(z — agpp1) ™ 2,

My logz% + Mlz% —|—Mgz% + -+ M(;z%,

und ein Integral

J(Z7 Ca)’
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welches in den Punkten

31, 32, " 5/147 Cla C27 Cnv a1, (g, - a2p+la 0

unendlich werden soll wie die Functionen

W log(z —31) + Bz —31) "L+ Cz—3) 2+ + Rz —5)7h,
Wlog(z—3) + B'(z—3)"" + C(z=3)2 +-+&(z-3)",
Allog(z —G) + Bi(z =)'+ Clz — Q)2+ + K{(z — Q) 7M,

1 _1 _2
al2p+1 log(z — agpt1)? + b,2p+1(z - 0‘2/p+1) 2 + Cl2p+1(2 —Qopy1) 2+
_ Aopta
+h’/2p+1 (z - a2p+1) 2,

Mélogz% —&—M{z% —|—M§z% —i—-'-—l—Méz%,

wobei selbstverstandlich der Bedingung gemaéss, dass jene Functionen hyperelliptische
Integrale sind, die Beziechungen bestehen

A+ + A+ A+ +Ap+ar+ - +agp —My=0
W4+ A+ A+ + A +ay+ - +ag, — My=0,

und in der Annahme der Unstetigkeitsfunctionen die allgemeinste Voraussetzung ent-
halten ist, dass die beiden Integrale eine Anzahl gemeinsamer Unstetigkeitsstellen, die
zugleich auf demselben Blatte liegen sollen, besitzen.

Legen wir nunmehr der weiteren Betrachtung die Function

dJ(z,¢a)

J(z,2q) P

zu Grunde, welche nach Fritherem auf der durch die Querschnitte
ai, az, . ..ap, bl, bg, e bp,Cl, C2,...Cp—1
zerlegten Riemann’schen Flache F’ von /R(z), deren Verzweigungspunkte

a1, 02, ... 02p41,00
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sein sollten, eindeutig ist, und untersuchen das Integral

/J(z,za) dJ(z,¢)

iiber die gesammte Begranzung der einfach zusammenhéngenden Flache ausgedehnt, wel-
che aus F’ durch neue
p+m4+n+2p+2

Querschnitte entsteht, welche jeden der die Punkte

31’327"'3’21522""Zm7<1’<-27"‘<n

umschliessenden unendlich kleinen einfachen Kreise und jeden der die Punkte
1,02, ...02p41,00

umgebenden unendlich kleinen Doppelkreise mit demselben Punkte der friiher erhaltenen
Begranzung verbinden, z. B. mit dem Punkte A, von dem aus man sich die gesammte
Begranzung durchlaufen denken will.

Mag zuerst die Integration nach den den beiden Functionen gemeinsamen Unstetig-
keitspunkten

31,32, "3

hin ausgefiihrt werden, so wird, wenn die Entwicklung von J(z,z2,) in der Umgebung
von 3,

plog(z —30) + By(z — 5@)71 + o+ Rz — 5@)7% + m(()g) + mgg)(z —30) t

(o)

=50

die von J(z, ()

A log (2 — 35) + B2 —30) "4+ Rz —30) +nl? + 00z —30) + -

4
g (z = 30)" + -

also die von

dJ (z,Ca)
dz
folgendermassen lautet:
Ql,g(z - 39)_1 - %,g(z - 39)_2 - Elg‘ﬁlg(z - 3@)_%_1 + ngg) + Q”QQ)(Z —30) +

+egng? (2 —3p)% T 4
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zuerst der Werth des um den Punkt 3, in einem unendlich kleinen Kreise genommen
Integrales

/ J(z,20)dI (2, (o)
(30)

zu ermitteln sein, welches sich aus Einzelintegralen der Form

/ log(z — 30) (= — 30)°d, / (2 — 30) \dz, / (2 — 30)7dz
(3@) (3@) (39)

zusammensetzt, worin o und 7 positive oder negative ganze Zahlen bedeuten; nun ist
aber, wenn
z—j0=r€"

gesetzt wird,

27 2
/( | log(z — 30)(2 — 30)7dz = irott logr/ elotDip do —rotl / e(gﬂ)wcp de,
do 0 0

und somit fiir unendlich kleine r, wie aus dem Grénzwerthe von ro*+!log(r) folgt,

wenn o = 0, der Werth des Integrales Null,
wenn o < —1, der Werth des Integrales unendlich,

ferner

/ (2 —30) 'dz = 2mi
(30)

/ (2 —30)7dz =0 fiir positive und negative 7,
(30)

und

woraus folgt, dass von vornherein der Fall, in welchem o < —1 ist, ausgeschlossen, d. h.
dass entweder

W =B, = =f =0,

oder

A, =0
sein muss, oder dass, weil der Voraussetzung nach J(z,(y) in 3, unendlich werden sollte,
nur die zweite Annahme statthaben, d. h. J(z,zs) in 3, nur algebraisch unendlich werden

darf.*)

*) Wenigstens sollen die andern Félle sowie die nachher anzufiihrenden analogen fiir die Verzweigungs-
punkte von der weiteren Betrachtung ausgeschlossen sein.
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Somit ergiebt sich als Werth des um 3, genommenen Kreisintegrales, wie aus der
oben aufgestellten Form der Entwicklung hervorgeht,

2mi ngg)%g + 2ng9)(‘lg +-+ Egngi)ﬁg + m(()g)ill’g - mgg)%’g - 2mg9)(’:’9 — = E’nglg)ﬁlg ,

und wenn man beachtet, dass J(z,z,) bei der Umkreisung von 3, wegen 2, = 0 eben-
sowenig seinen Werth éndert wie die in 3, nur algebraisch unendlich werdende Function
%ﬁ, so werden die Integrationen ldngs den beiden Seiten der Verbindungslinien dieser
Kreise mit jenem Ausgangspunkte der Bewegung, weil in verschiedener Richtung aus-
gefiihrt, sich wegheben, und somit jene p Punkte 3 zur Gesammtintegration den Werth

liefern
m
(1) 210y ({98, + 20, + -+t &,
o=1

~m?%8, —2mPe, - —em R,

—I—m(()g) A ¢,

0
wahrend man am Schlusse dieses Theiles der Integration zum Anfangspunkte mit unver-
andertem Werthe der Function unter dem Integral zuriickkehrt.

Durchlauft man jetzt die Verbindungslinien nach den ¢{-Punkten und die diese Punkte
umschliessenden unendlich kleinen Kreislinien, so wird, wenn die Entwicklung von J(z, z,)
in der Umgebung von ¢, sich in der Form darstellt

J(z,20) = p + PP (2 = Q) + PP (2= ()2 + -+ +p,(i)(z — (et

vermoge des aus der oben angegebenen Form der Unstetigkeitsfunction sich ergebenden
Ausdruckes

dJ(z,Ca) B B B i

(dZ:AIQ(’Z_CQ) I_B;(Z_Cg) 2_20;(’2_(9) 3_“‘_]43ng£;(2_<@) ol
wie unmittelbar ersichtlich, das um (, genommene Integral durch den Werth gegeben
sein

2mi [ Al — i By — 247 Cl — -~ kipl K 5

da aber ferner bei der Umkreisung von ¢, das Integral J(z, z,), weil es in diesem Punkte

endlich bleibt, ebensowenig seinen Werth dndert als die algebraisch unendlich werdende

Grosse M, so werden wieder die langs der Verbindungslinie ausgefiihrten Integratio-

2
nen sich autheben, und das Gesammtresultat der die Punkte ¢ betreffenden Integrationen
sich in der Form darstellen

(2) 2mi > |pf? 4, — p{ B, — 20 Cl — - — Kpif K|
o=1
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Gehen wir nunmehr zu den Punkten zi,---z,, iiber, so ist klar, dass die um z,
ausgefiithrte Integration

/ J(z,20) dJ (2, (a),
(%e)
da in der Umgebung von z,

J(2,20) = Aglog(z — zp) + By(z — Zg>_1 +o A Kz — Zg)_kg +e

und
J(2,C) = m? + w2 = 2p) + 780 (2 — 2)2 4 -
+ W,gi)(z — zg)ke ...
also dJ
(dZ;«COé) = W&Q) + 27(59)(;; — zg) 4t kéﬂrl(ci)(z - Z@)kg—l +...

ist, nur abhéngen wird von Integralen der Form

/ log(z — z,)(2 — 20)"dz, / (2 — 2,) " dz, / (z — 2zp)"dz,
(zo) (zo) (zo)

in denen m = 0 und n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun, wie vorher gezeigt
worden, das erste dieser Integrale verschwindet, das zweite den Werth 27i hat, wahrend
das dritte Null ist, so folgt, dass

J(2,20) 4 (2,Ca) = 27 [m0 By + 270 Cy - 4 eyri O K|
(%e)

wird. Da ferner bei einer Umkreisung von z, die Function J(z, z,) vermdoge ihres loga-
rithmischen Gliedes um 2miA, zunimmt, wahrend d.J(z,(,) seinen Anfangswerth wieder
erreicht, so werden die beiden langs der Verbindungslinie des Querschnittsystems mit der
Kreisperipherie von z,, auf beiden Seiten derselben, auszufiihrenden Integrationen den
Werth liefern

/ZQ (J7(2,2a) = I (2, 20)) dJ (2, () = —2miA, /Zg dJ(z,Ca),
A

A

worin A den Ausgangspunkt der Integration bedeutet, und die Bezeichnungen nach frii-
heren Definitionen und mit Riicksicht auf die dortige Figur gewéhlt sind; um nun zu dem
folgenden Punkte z,; iiberzugehen, ist das Integral

/ (F(2 20) + 2mid,) dJ (2, Ca)
(20+1)
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auszufiihren, welches, da die unter dem Integral zu J(z, z,) hinzugefiigte additive Gros-
se fiir das Kreisintegral keine Veranderung hervorbringt, einen dem oben angegebenen
analogen Ausdruck liefert, wihrend das Resultat der beiden von A nach z,;; in entge-
gengesetzter Richtung genommenen Integrationen durch

/AZQ+1 [(Jf(z, Za) + 2m’AQ) — (J+(z, Za) + 27”'14@)} dJ(z, (o)

= —2midyp dJ(z,Ca)
A

dargestellt wird. Fasst man, indem man so weiter geht, alle diese Theilintegrationen
zusammen, so liefert der Complex der Punkte zq, 2, ... 2, das Resultat
m

(3) 2mi Y { [ﬂ@)BQ +orldc,+ 4 k:gw,ff)Kg] — 4, / e Ca)} ,
° A

o=1

und es bleibt nur noch vom Punkte A aus die Integration
/ [J(z, Zo) +2mi(A1 + Ay + - + Am)} dJ(z,Ca)

iiber die von den Verzweigungspunkten und dem unendlich entfernten Punkte herriih-
renden Theile auszufiihren.

Geht man zuerst wieder von A aus zu dem Verzweigungspunkte «; und umkreist
diesen, so ist vor Allem zu sehen, dass es sich um die Ermittlung der beiden lings dem
unendlich kleinen Doppelkreise genommenen Integrale

/ J(2,20)dJ(2,(n) und 2wi(A; + As+---+ Ap) / dJ(z,Ca)
(a1) (1)

handelt, von denen das zweite wegen der in der Nahe des Verzweigungspunktes giiltigen
Entwicklung

3 4
AJ(2,Ca) = 3ot (2 — an) ™ = $bh (2 —a0)F = (2 — ) -

den Werth
—(2m)2al (AL 4+ As + -+ Ay)

annimmt, und ldngs der Verbindungslinie mit dem Doppelpunkte sich aufhebende Inte-
grale liefert, weil d.J(z, (,) sich bei der Umkreisung des Verzweigungspunktes nicht dndert.
Was nun das erste der beiden obigen Integrale angeht, so lautet vermége der angenom-
menen Unstetigkeitsfunctionen die Entwicklung der beiden Factoren in der Umgebung
des Verzweigungspunktes

NN

w‘ﬁi +

J(2,20) = a1log(z — 041)% +b1(z — al)_% +e1(z—ar)”

A
iz =) ) et e e
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und wenn

J(z,(a) = a) log(z — al)% + by (2 — al)fé + (2 — al)fg + .-

M A
FR(z—a1) 2 + Vél) +1/§1)(z — al)% + é )(z —ap)2 +--+ Vgll)(z— )7 4

2
2

gesetzt wird,

4

_%_%cll<z_a1)—§_...

4J(2,Ca) = 2 (z — 1) "7 — 1b

/ A —2
R ICET e Ve

(z —ai)

+ ")

—_

Aq —
4. +)\1V§\)(Z—Oé1) 122

l\J\»—'

(Z—ozl) + e,

und es wird somit das um a; genommene Integral aus den drei verschiedenen Integral-
formen zusammengesetzt sein

/ log(z—al)%(z—al)%dz, / (z—al)%dz, / (z — 1) dz,
(1) (1) (1)

worin o und 7 positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. Setzt man in das erste
dieser Integrale

(Z - al)% = Ca
so geht dieses iiber in

2 / log ¢ - ¢,
(0)

welches nach Fritherem, wenn o +1 = 0 oder o =2 —1, verschwindet, wahrend es, wenn
oc+1=< —1 oder ¢ £ —2 ist, unendlich gross wird; der Werth des zweiten Integrales geht
durch dieselbe Substitution in
/ <T+1 dC =0
(0)

iiber, wahrend das dritte den Werth 47 annimmt; es folgt daraus, dass von vornherein
— wie oben — der Fall, in welchem o < —2 ausgeschlossen werden muss, dass also
entweder J(z,(o) garnicht in oy unendlich werden, oder dass J(z,(s) in diesem Punkte
nur algebraisch unendlich werden kann. Somit ergiebt sich als Werth des obigen um oy
genommenen Kreisintegrales

2mi blu§1) + QCluél) +--+ /\1h11//(\? + aﬁuél) - ’wﬁ )~ 201,“(1) — = M g\l') ’

wobei zu bemerken, dass, wenn a; von Null verschieden,

zu nehmen ist.
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Bei der Umkreisung von «; wird sich der Werth von J(z,z,) nur dann gedndert
haben, wenn J(z, z,) in a1, logarithmisch unendlich wird, also J(z, {,), wie gezeigt worden,
in diesem Punkte endlich ist, und zwar um 2mia;, und von den beiden Ausdriicken

—(277)2a'1(A1 4+ A9+ -+ Am) und 2miaq

existirt also immer nur der eine, wiahrend der andere verschwindet; die lings der Verbin-
dungslinie von A mit dem Verzweigungspunkte a; auszufithrenden Integrationen werden
sich aufheben, wenn der zweite Ausdruck Null ist, wenn dagegen der erste Ausdruck
verschwindet, so wird der Werth derselben durch

aq
—27ia; / dJ(z,Cq)
A

dargestellt sein, und dieses Integral einen endlichen bestimmten Werth haben, da J(z, (,)
in diesem Falle in o4 endlich sein muss. Geht man sodann zu a9 iiber, so dass

/[J(z, 2) + 2mi( A1+ Ay 4+ Ay £ a1)]d (2, Ca)
auszufiihren ist, indem nur fiir den zweiten Fall a; = 0 sein wird, so ergiebt sich wieder
—(2m)2ay (A1 + Ag+ -+ Ay 4+ ag)
und
2mi bzl/( ) 4 2621/( Jpoy Azhzug) + aéuéz) - bzﬂg) 2 éuéz) — = Xphhu (f/) )
worin wieder, wenn as von Null verschieden ist,
ah=by=---=hy,=0

zu setzen ist, wiahrend die Integrale langs den Verbindungslinien sich zu

as
—2m'a2/ dJ(z,Cq)

A
zusamimensetzen.
Fasst man die zuletzt gefundenen Resultate zusammen, so folgt, dass das Resultat
der gesammten um die Punkte oy, ... agp41 und lings den Verbindungslinien dieser mit

den Querschnitten ausgefiithrten Integrationen den Ausdruck liefert
2p+1
(4) 2mi Y { [bguﬁg) + 28 + -+ Aohy I/(Q)
o=1
+algu(()g)—b'ug)—209ug)— —)\'h’,u/\, —ag/ dJ(z Ca)}
2p+1
—(2r)* ) a(Ai+Ag+- A+ Ay tarFaz+ -+ apn),

+

S
Il
—
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wobei zu bemerken, dass, wenn a, von Null verschieden ist,

a,=b.=--=h_=0
zu nehmen sein wird.

Es bleibt somit nur noch fiir die Beriicksichtigung aller angenommenen Unstetigkei-
ten das Integral

/[J(z, Za) +2mi(AL+ - 4+ A+ a1 + -+ -+ agpp] dI(2,Ca)

zu untersuchen, genommen iiber die durch Ausschliessung des Unendlichkeitspunktes
eintretenden Integrationswege.

Was nun zuerst das Integral betrifft, welches ldngs dem den unendlich entfernten
Punkt umschliessenden Doppelkreis zu nehmen ist, so wird dasselbe vermoge der Ent-
wicklungen

J(z,2q) = Mologz% —|—M1z% +M2z% + ...

+M§/Zg +P0 +P127% —|—P22;7% + .. +P527% +
J(2,Ca) = Mélogz% +M{z% —I—Méz% 4.
Y My2T £ Py Pla 4+ Pl 4
also

dJ
(;7<0£)_1M/ —1 1M22+M2+3M322—|—
z
/ /
5—M§/2622—%Pizig—"-—gpézi§272—|—...

aus dem Ausdrucke
— (27 M{(A1 + -+ Ay +ar + -+ agpr1)
und Integralen von der Form

/logz%zgdz, /zédz, /z_ldz

bestehen, von denen das erste vermoge der Substitution

VI

=¢

z

nach dem Fritheren den Werth Null annimmt, wenn k& < —3 ist, sonst unendlich gross
wird, woraus wiederum folgt, dass entweder My = 0 oder My = M| = --- = M; = 0 sein
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muss, d. h. dass entweder J(z,z,) im unendlich entfernten Punkte nicht logarithmisch
unendlich oder J(z,(y) in diesem Punkte gar nickt unendlich wird; das zweite Integral
wird stets Null, und das dritte gleich 47i, so dass das Resultat des um den unendlich
entfernten Punkt genommenen Integrales den Werth

(5) 2mi[Py My, + PLM] + 2P, My + 3P3 M} + - - -
+ &' Py My — P{My — 2Py My — - - - — § P5 M)
— (272 My(A1 + Ag+ -+ Ay + a1 +az + -+ + agpi)

annimmt. Die Umkreisung des Unendlichkeitspunktes wird ferner den Werth von J(z, z,)
um —2miMy verandert haben, so dass die iiber die Verbindungslinie mit A genommenen
Integrale sich zu dem Werthe

(e 9]

[ ) = T za)] (e Go) = 2wy [ (2, Ga)
A A
zusammensetzen, worin das letzte Integral, fiir welches, wenn M, von Null verschieden
ist, M{,, M7 ... Mj verschwinden, aus bekannten Griinden endlich ist, und man wird mit
dem Werthe

/[J(Z,Za) +2mi(Ar+ -+ Ap+ar+ - + agptr1 — Mo)} dJ(z,¢q)
oder wegen der in Folge der Annahme 2(, =2, = ... % = 0 bestehenden Relation
Ap 44 Ayt ay+ -+ agpy — Mo =0,

mit dem Werthe
/ J(Za Za) dJ(z, Ca)

von A aus nunmehr die Integration iiber das gesammte urspriingliche Querschnittsystem
zu erstrecken haben.

Nun ist aber oben gezeigt worden, dass jedes hyperelliptische Integral, welches
in der angegebenen Weise auf der Riemann’schen Flache unendlich ist, an den
c-Querschnitten den Stetigkeitssprung Null haben wird, weil das Ueberschreiten sammt-
licher von den Unstetigkeitspunkten herriihrenden Querschnitte gar keine Werthver-
anderung des Integrals hervorbringt, und im Uebrigen der Sprung durch ein iiber a4
und by, oder ay und by etc. auf deren beiden Seiten genommenes Integral dargestellt
wird. In Folge dessen sind auch die Stetigkeitsspriinge lings der ganzen Ausdehnung der
Querschnitte a; und by constant, und wenn man den Sprung von

J(2,2q) an ap mit J,,, an by mit Jp, ,
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von
J(2,(a) an ay mit I, , an by mit I,

bezeichnet, so wird das Resultat der weiteren Integration offenbar

/+ J(z,20)dJI(2,() — /b_ J(z,20)dJ (2, (q)
+/+ T(z 7a) dJ (2, Ca) — /b J(2 7a) dJ (2, Ca) + -

2

_/a J(2, 20) dJ (2, (o) +/+ J(2,2a) dJ (2, Ca)

2 b2

- [ T i) + [ Iz da )

sein, worin die iiber die Querschnitte auszufithrenden Integrationen in der Richtung der
bezeichneten Pfeile zu nehmen sind, oder

/[J+(z7za)—J_(z,za)]dJ(z,Ca)Jr/ [T (2, 20) = 7 (2, 20)] dJ (2,Ca) + -+

al az

+/bl[J+(z,za)—J(z,za)] dJ(z,Ca)-i-/ [T (2, 20) — T (2,20)]dJ(2,(0) + -+,

b2

da die Function dJ(2,Ga) auf beiden Seiten der Querschnitte denselben Werth hat, oder

endlich mit Hiilfe derzobigen Beziehungen, da

lings dem Querschnitte ay, : JT(2,24) — J
langs dem Querschnitte by, : J(2,24) — J

ferner

/ dJ(2,Ca) = I, /bk dJ(z,Ca) = I,

ag

ist, wenn die Richtung der Integrale in der Richtung der Pfeile der Figur genommen ist,

(6) > (Jady, = I, 1a,) -

v=1

Da nun, wie aus den allgemeinen Principien bekannt ist, das Resultat der iiber die
gesammte Begranzung genommenen Integration den Werth Null haben muss, so erhalten
wir durch Zusammenfassung der oben gefundenen Ausdriicke (1) bis (6) die nachfolgende
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Relation zwischen den Perioden der hyperelliptischen Integrale J(z, z,) und J(z,(,):

P H

1
(7) 27 Z(Jal,[by = o, 1a,) Z[ Q)SBQ + 2n§9)¢g 4t ?gniﬁ)ﬁ@
v=1 o—1
(.9)9[ mga)%’g — 2m§9)¢g ) mg,)ﬁ’]

- Z [p(()@)A’Q —pgg)B; _ QPQQ)C‘; L k/pé,) }
o=1
m m Ny

_Z|: ()B —|—27r(g)c "'+k9W/(€i)KQ}+ZAg/ dJ(Z,Ca)
0=1 =0 s
2p+1

=3 [ + 20 4 AP
o=1

+ ag'u(()g) — b (@) QC/gMé@) XL ME\')

il 2p+1

+Zag/ dJ(z,Cq) —QWZZQ’Q(A1+A2+”_

o=1
+Am+tar+a+-+ap1)

— [PoMy+ PyM] + P, My + 3P3 Mz + - --

+ 6' Py Mg, — P{My — 2Py My — - - — 6 P{ M)
—2miMi(A1+ Ao+ + A+ a1 +as+ -+ agpi)

o
- MO/ dJ(Z,Ca),
A

wobei zu bemerken, dass fiir die Integrale J(z,z,) und J(z,{,) die Bedingung gestellt
worden, dass

A=Ay =...=A, =0
ist, und dass, wenn a,, oder My von Null verschieden,
a,=b,=...=hl,=0resp. My=M;=...=Ms =0

anzunehmen sind.
Dass sich die Integrale

m Zo 2p+1 ap oo
;AQ/A dJ(z, Ca), ;%/A dJ(z, Ca), —MO/A dJ(z Ca)

vermoge der Beziehung

A+ + ApFar+ - +agp — My =0
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zu Integralen zusammensetzen, welche von dem willkiirlich angenommenen Querschnitts-
punkte A unabhéngig sind und auf der einfach zusammenhéngenden Riemann’schen
Flache zwischen den singuldren Punkten verlaufen, bedarf keiner weitern Auseinander-
setzung.

Specialisiren wir die gefundene Periodenrelation (7), indem wir J(z, z,) und J(z, ()
hyperelliptische Integrale dritter Gattung bedeuten lassen und mit

II(z, 21, 20) und II(z, (1, G)

bezeichnen, wobei wir annehmen, dass das Werthesystem 21, 29 von (3, (3 verschieden ist,
und diese vier Punkte nicht Verzweigungspunkte sind, so werden alle in den obigen Unste-
tigkeitsfunctionen der allgemeinen Integrale vorkommenden Constanten mit Ausnahme
von Aj, As, A}, AL gleich Null zu setzen sein, und zwischen diesen letzteren Constanten
werden die Beziehungen stattfinden miissen

Aj+A2=0, Aj+Ay=0;

in Folge dessen geht die Periodenrelation (7), wenn die Periodicitdtsmoduln der beiden
dritten Integrale mit
Pak7 Pbka Hak7 Hb

k

bezeichnet werden, in

1 p
¥ 577 2 (Padlo, = Py, 1a,) = —py Ay — g Ay
v=1

22

+A1Aldﬂ(27C1,C2)+A2A dIl(z,¢1,C2),

oder vermoge der aus den obigen Reihenentwicklungen hervorgehenden Bedeutung der

Grossen p(()l) und p[()Q), namlich

py) = (G2, 2), Py = (G2, 2)

in
1 & z2 , G2
9) 5= > (Pa Iy, — Py, I1,,) = Ay / dI1(z, (1, Co) + A / dIl(z, 21, 2),
T 2 L
iber.
Lasst man nunmehr die beiden Integrale dritter Gattung zu Hauptintegralen werden,
in welchem Falle wir Ay = A, = —1 zu setzen haben, und bezeichnet die Perioden dieser
Integrale

H(Z, 21, 22) und H(Z7 (1, CQ)
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mit
Hauv Hby’ H(;l,a HI;,J’
so ergiebt sich
G2 29 1 p . .
(10) / dH(z,z1,22),—/ H(z,¢(1,6) ==— > (HaH;, —Hy H,),
) 2 211 =

und es liefern somit zweir Hauptintegrale dritter Gattung, bei denen die Granzen des
einen die Parameter des andern sind, und die Integrationswege nur den oben angegebenen
Beschrinkungen unterliegen, eine nur von den Periodicitdtsmoduln abhdngige Differenz.

Die Hinzufiigung von Integralen erster Gattung lasst diesen Integralen noch den
Charakter der Hauptintegrale, und wenn wir die Periodicitdtsmoduln der p Integrale
erster Gattung

/ dz zdz P=1dy
VR ) VRE) ) VRG)
an dem Querschnitte a; mit

0 4 (p-1)
A9 A Al

an dem Querschnitte by mit
B, BM, .. BPY

bezeichnen, so werden, wenn diese Integrale mit den Constanten

€0y Cly -+ Cp_1

/ /
Cp, €15, --. C

multiplicirt zu den beiden Hauptintegralen hinzugefiigt werden, die Periodicitdtsmoduln
der neuen Hauptintegrale an dem Querschnitte a; durch

Hq, + coAlgO) + ClAl(cl) bt cp_lAlgp—l)

und
H, + A" + Al 4. AP,

an dem Querschnitte by durch
Hy, +coBY + BV + - 4 ¢, BPY

und
Hy, + ch,io) + c’lBS) 4t C;—1B;(f_1)
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ausgedriickt sein, und es wird daher fiir diese die rechte Seite der Gleichung (10) in

1 p
v { (Hay + A + 1AM + -+ cp_lAl(,P*U)

v=1
x(Hp, +chBY + G BY + - =)
—(Ha4wm39L+qBS)+~-+cplB )

X (Hiy + hAD + AW + -+ ¢ AP

|

iibergehen. Nun kann man aber

/ /
C[), C]_, Cpf]_7 007 Cl’ Cp—l

so wahlen, dass
Hq, + c0A§°) + clA(ll) 4+ .+ Cp—lA(lp_l) —0

H,, + COAZ(JO) + clAél) 4+t Cp—lA;()p_l) -0
1, + A 4 AD 4 e AP
H), +COA( )—}—clA( ) _|_..._|_C;_1A§)P—1) —0,

oder dass die beiden neuen Hauptintegrale dritter Gattung an den a-Querschnitten den
Periodicitatsmodul Null haben; denn diese Bestimmung wiirde nur dann unméglich wer-
den, wenn die Determinante

AD AW AP

AP A Al

wiirde, und dass dies nicht der Fall sein kann, folgt wiederum wie friither, da sich sonst ein
Integral erster Gattung bestimmen lassen wiirde, fiir welches alle an den a-Querschnitten
stattfindenden Spriinge verschwinden, was oben als unstatthaft nachgewiesen worden.
Werden nun diese neuen Hauptintegrale mit

Hy(z, 21, 22) und Ho(z, (1, C2)
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bezeichnet, so geht die Gleichung (10) in

G2 22
(11) i dHo(z, 21, 22) :/ dHo(z,(1,C2)
1 z1
iiber. Bemerkt man ferner, dass jetzt die beiden Hauptintegrale Hy(z,z21,22) und
Hy(z,(1,¢2) sich nur durch die verschiedene Lage ihrer Unstetigkeitspunkte unter-
scheiden, indem sie dieselben p verschwindenden Periodicitdtsmoduln haben, und durch
die Art der Unstetigkeit sowie durch p Periodicitdtsmoduln an der Reihe der a- oder der
Reihe der b-Querschnitte ein hyperelliptisches Integral bis auf eine additive Constante
vollstéandig bestimmt war, so folgt,
dass sich ein solches Hauptintegral nicht dndert, wenn die Grinzen mit den
Unstetigkeitspunkten vertauscht werden.

Es mag zur Charakteristik der obigen Hauptintegrale, fiir welche die p Periodicitéts-
moduln an den a-Querschnitten verschwinden, noch bemerkt werden, dass die Ausdriicke
fiir die andern Periodicitdtsmoduln sich leicht mit Hiilfe von Integralen erster Gattung
darstellen lassen. Setzt man némlich in die oben erhaltene Beziehung (7) J(z, () gleich
einem Integrale erster Gattung J(z), dessen Periodicitdtsmoduln mit J,, und J;,, bezeich-
net werden mogen, wahrend J(z, z,) = I1(z, 21, 22) ein Integral dritter Gattung bedeuten
soll, so folgt

1 & 22
— I, J, — 1, J, )= A dJ
57 ;( ay Jb,, by Ja,,) 2 /Z1 (2),
oder wenn I1(z, z1, 22) ein Hauptintegral dritter Gattung vorstellt, also Ay = —1 ist,

1 & 22
— H,, Jy, — Hy, Jg,) = — dJ(z).
i 3 (Hoh, = Hiodo) == [ “ ()

Soll nun H(z, 21, 22) wieder ein solches Hauptintegral sein, fiir welches alle Periodici-
tatsmoduln an den a-Querschnitten verschwinden, so bleibt

1 « 22
— Y Hydo, = [ dJ(2),

und bestimmen wir nunmehr ein erstes Integral J,(z) dergestalt, dass die Periodicitéts-
moduln desselben an allen a-Querschnitten verschwinden ausser an dem Querschnitte a,.,
an welchem der Periodicitdtsmodul 27i sein soll (wie ein solches zu bestimmen, ergiebt
sich aus dem Friiheren, indem man nur die p Fundamentalintegrale erster Gattung mit
solchen Constanten zu multipliciren braucht, dass diese Bedingungen erfiillt werden, wo-
durch sich ebensoviele lineare Gleichungen als zu bestimmende Constanten ergeben), so
geht die obige Gleichung in .
H,, - / g, (2)

21
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iiber, und es driicken sich somit die nicht verschwindenden Periodicitdtsmoduln des
Hauptintegrals an den Querschnitten b durch Integrale erster Gattung aus, welche zwi-
schen den Unstetigkeitspunkten z; und z; als Gridnzen genommen sind, und fiir welche
alle Periodicitdtsmoduln an den a-Querschnitten verschwinden, nur an einem derselben
den Werth 27i haben.

Eine weitere Specialisirung der oben gefundenen Beziehung (7) fiir den Fall, dass
J(z,24) und J(z,(,) Integrale erster Gattung von der Form

p—a—1 p—B—1
J@)(2) = Zidzy JB)(2) = A de
VE(2) VE(2)
bedeuten, in denen « und § Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... p — 1 vorstellen, ergiebt,

wenn die Periodicitdtsmoduln dieser Integrale an den Querschnitten a, und b, resp. mit

5,

ay )

J(B)7 Jéﬁ)

bezeichnet werden, die Beziehung
p
(12) > (T2 = 5D =0,
v=1

von der bei der Einfiihrung der ¢-Functionen in die Theorie der hyperelliptischen Integrale
weiterer Gebrauch gemacht wird.
Betrachten wir ferner noch den speciellen Fall, in welchem ein Integral erster Gattung

2P=P-14,

VR

JO)(2)

mit einem Integrale von der Form

+a
E(a)(z) - 2Tz
VE(2)
zusammengestellt wird, in welchem o« = 0, 1, 2, ... p — 1, und welches, wie wir friiher

gesehen haben, in dem Verzweigungspunkte 2 = oo und nur in diesem Punkte von der
200 + 1ten

Ordnung unendlich wird. Fiir diesen Fall wird, wenn die Perioden der Integrale an
den Querschnitten a, und b, resp. mit
Jéﬁ)’ ngﬂ)7 E(ga)’ Eéa)
bezeichnet werden, die Gleichung (7) eine leicht zu iibersehende Form annehmen; es folgt
unmittelbar mit Hiilfe der oben fiir die Entwicklungscoefficienten in der Umgebung des
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unendlich entfernten Punktes gebrauchten Bezeichnungen

(a) 2a+1 200—1 200—3 1
E'Y(2) =Msot12 2 + Mog—12" 2 + Moy-—32 2 +---+ Myz2 4 ---
—28-1 —23-3 —23-5

TON(z) =Pygy12" 2 + Phgisz 2

+P2/5+5Z 2 4+

worin, wenn die Entwicklung von
1

R(z)

in der Umgebung des unendlich entfernten Punktes mit

1 1
=P {fo+ frz 4+ far P4 )
bezeichnet wird,
2o 2f 2f2
Moy = —20— = Moes =
2a+1 20{—1—1’ 2c0—1 20é—1’ 2a—3 20(—3’

und
P! . 2f0 / _ 2f1 / . 2f2

sind, und hieraus ergiebt sich, dass, wenn

Lazp,
L S () 18) _ ) 1(8)
7 2 (B0 = BIED)
= (28 + 1) Pyg1 Mogy1 + (26 + 3)PygysMapis + - - + (20 + 1) Poy sy Mgt
und wenn
II. a < 5;
- (B) ()
3 (B0~ B0 — o
v=1
1st.

Es mag endlich noch eine Beziehung zwischen den Periodicitdtsmoduln von mehr als
zwei zu derselben Irrationalitdt gehorigen hyperelliptischen Integralen entwickelt werden
und zwar eine solche, welche die Perioden der in der Reductionsformel des allgemei-
nen hyperelliptischen Integrales vorkommenden Integrale erster und zweiter Gattung mit
einander verbindet, aus der in Vereinigung mit den friiheren sich weitere Relationen her-
stellen lassen.
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Legt man die Integrale erster Gattung in der Form

J(g) (Z) _ Z‘QdZ
VR(z)
zu Grunde, worin o =0, 1, 2, ... p—1 sein soll, und bezeichnet deren Periodicitdtsmoduln
mit
J©  und Jéf),
so dass
Qa2k+1 a2k +3 Q2p+1
J© = / 7@ (z) -2 / 47O (z) — ..~ / " ar )
Qg Q242 Q2p
a2k
7Y = 2 / dJ @ (2),
Q2K —1

worin die in Jéﬁ) vorkommende Grosse

dJ(Q)(Z)

fiir die gradlinigen Integrale die im oberen Blatte genommenen Werthe, die in JIES) vor-
kommende die auf der oberen Seite des Verzweigungsschnittes in eben diesem Blatte
genommenen Werthe dieser Function annehmen soll; setzt man ferner die Integrale zwei-
ter Gattung, wie sie in erweiterter Bedeutung in die Reductionsformel des allgemeinen
hyperelliptischen Integrales in der vorigen Vorlesung eingefiihrt worden, in die Form

E@)(z) = / ﬂ)
VR(z)
worin ¢ = p, p+ 1, ... 2p — 1 sein soll, und bezeichnet deren Periodicitdtsmoduln mit
o (o)
Eék) und Ep
so dass wie oben

Q2k+1 Q2k+3 Q2p4-1
El) = —2/ dE“)(2) —2/ dE“)(2) —---—2/ "B (2)

agk
2k A2k 42 2p

Q2
B = [ s

2k—1

worin
dE“)(2)
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genau in der fiir die Integrale erster Gattung angegebenen Weise zu bestimmen ist, so
siecht man unmittelbar, dass die Determinante
N /S
SO

S g g g gt gy

Y BY  BY EY . BY  EY

(p+1)  p+1) e+l pe+l) (p+1)  plp+1)
By Ea ' B, Ea ... BT Eg

(2p-1) pp(2p-1) R(2p=1) p(20-1) (2p-1) pa(2p-1)
By B By Eay .. By Egy)

mit Hiilfe der eben angegebenen Werthe der Periodicitdtsmoduln in

/ a3 /a2p+l dz
a1 a2 \/ o agp R(Z)

/ zdz a3 zdz /0‘21’+1 zdz
D =2%|Ja ax VR(Z)  Ja R(z)

2p

/C¥2 22r=1dz /0‘3 22r—1qz /0‘21’“ 22r—1qz
aq R(Z) o2 R(Z) o «@ R(Z)

2p

iibergeht.
Wir wollen uns nun mit der Ermittelung des Werthes dieser letzteren Determinante
beschéftigen und zuerst nachweisen,
dass dieselbe als Function der Losungen

a1, &2, ... Q2pt]
aufgefasst fir alle Werthe derselben eine eindeutige Function dieser Grissen
15t.

Betrachten wir z. B. die Determinante als Function von «; und untersuchen die
Eigenschaften der einzelnen in derselben vorkommenden Integrale als Functionen dieser
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Grosse, oder fragen, welche Aenderung

Qr+1 23 dz

J=
o VG-aD—az) - (z—ap)

erleiden wird, wenn a; einen unendlich kleinen Umkreis an einer beliebigen Stelle der
Ebene beschreibt. Sei zuerst dieser Umkreis nicht um einen der Verzweigungspunkte

a2, &3, ... Q2py1

gezogen, so beachte man, dass jeder andern Lage von a; auf der unendlich kleinen ge-
schlossenen Curve eine andere Riemann’sche Fliche entspricht, die sich von der gege-
benen nur durch eine unendlich wenig verdnderte Lage des ersten Verzweigungsschnittes

Fig. 4.

Oyt q

o a,

9

unterscheidet, so dass wir also auch alle Querschnitte unverdndert beibehalten koénnen,
und da das gradlinig genommene Integral J sich bei der stetigen Bewegung des Punktes
a1 wie unmittelbar zu sehen, immer nur um unendlich wenig von seinem anfénglichen
Werthe unterscheiden kann, so wird der Werth des Integrales nach einem ganzen Umlaufe
unverandert geblieben sein, so dass also J seinen Werth wieder erreicht, wenn «; einen
unendlich kleinen Umlauf um einen beliebigen Punkt in der Ebene beschreibt, der nicht
einer der andern Verzweigungspunkte ist.

Liegt dagegen a; in der Néhe eines Verzweigungspunktes ay, so denke man sich
die Construction der Riemann’schen Fliache und die Verwandlung derselben in eine
einfach zusammenhéngende derart ausgefiihrt, dass man «) als zweiten Verzweigungs-
punkt betrachtet und also aja, als ersten Verzweigungsschnitt ansieht; es wird dies fiir
die Betrachtung des absoluten Werthes der oben charakterisirten Determinante gleich-
giiltig sein, weil wir nur mehrere Verticalreihen der Determinante zu vertauschen und
mit einander additiv zu verbinden haben. Dann ist aber unmittelbar aus der Figur zu
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Fig. 5.

ersehen, dass, wenn «a; einen sehr kleinen Umkreis um «), beschreibt, und die daraus
hervorgehenden Integralwerthe durch einen Strich am Integralzeichen markirt werden,
wegen Aenderung des Wurzelzeichens und Durchschneiden des Querschnittes by

lrax .3 ax L3 ax .3
(13) / z°dz B z°dz i, _/ z°dz

. VRG)  Ja VR(2) . VR()
wird, und dass ferner, weil bei der Umkreisung von a;, durch a; auch einmal die Figur

Fig. 6.

die beistehende Gestalt hat, und der dem fritheren gradlinigen Wege auf der ersten Rie-
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mann’schen Flache entsprechende Weg auf der dieser Lage von a; entsprechenden Rie-
mann’schen Fliche den Querschnitt b; schneidet,

ist; endlich lasst sich leicht erkennen, dass sich

15 rortr 534, art1 3
(15) /aT VR(2) /aT VR(z)
ergiebt.

Aus den Beziehungen (13), (14), (15) sehen wir aber unmittelbar, dass eine Umkrei-
sung von «, fiir die Determinante, als Function von «; aufgefasst, keine Verdnderung
der Function hervorbringt, da die einzelnen Integrale immer nur um die entsprechen-
den Integrale der anderen Verticalreihen zunehmen oder auch unveréndert bleiben, und
ebenso unmittelbar folgt, dass eine Umkreisung des unendlich entfernten Punktes keine
Verdnderung des Werthes der Determinante verursacht.

Somit ergiebt sich die obige Determinante als eindeutige Function der Grossen ag,
ag, ... agpr1, und muss daher nach einem bekannten Satze der Functionentheorie auch
einmal verschwinden, wenn sie nicht etwa eine Constante, d. h. eine von ai, as, ...
agpt1 unabhdingige Grosse ist. Dass aber diese Determinante nicht verschwinden kann,
sieht man leicht aus folgender Ueberlegung. Ware dies nédmlich der Fall fiir irgend ein
Werthesystem der Grossen ai, as, ... agpi1, S0 miisste sich ein System von 2p constanten

Grossen
(O @ e g et 21

bestimmen lassen, welche das homogene lineare Gleichungssystem

k=1 7O 4 pr-2) g0 4 k@) g P7D =) p®) -2 pPHD @ Pl — g
k(2p—1)Jl§?) + k(2p—2)JZ§11) ot k(p)Jl)(f’_l) + l(p_l)E;Sf) + l(P—2)EI§f’+1) bt l(O)EIEfP‘l) =0,
k(2p—1)J§2) + ]{;(2p—2)J(§i) bt ]{;(p)JéI;—l) + l(p—l)Egg) + Z(P_Q)Eé’;rl) 4t l(O)EC(Lip_l) =0,

k(2p—1)Jb(§) + k(2p—2)JI§;) NN X(0) !]b(ffl) + l(p_l)Eéf) + l(p_2)E1§f+1) et l(O)EIS:p*D —0

befriedigen; dann wiirde aber das hyperelliptische Integral

dz

/ ECr=1) 4 p(p=2), L .. 0 =1 o j(0=1)p 4 (p=2) o1 4 (0) 4201
R(z)
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an allen Querschnitten die Periodicitdtsmoduln 0 besitzen und somit eine rationale Func-
tion von z und /R(z) sein miissen; und dies kann offenbar nicht der Fall sein. Denn wére

/ % — 1) + @2(2) VR,

worin f(z) eine ganze, ¢1(z) und p2(z) rationale Functionen von z bedeuten, so ist zuerst
ersichtlich, dass

p1(2) =0
sein muss, weil eine Verédnderung des Zeichens von /R(z) den Integralwerth in den ent-

gegengesetzten verwandelt, und dass ferner ¢s(z) eine ganze Function von z sein wird,
weil das Integral der linken Seite fiir keinen endlichen Werth von 2z unendlich wird; wenn

dann
T = i () VRE) = L VRG) + )0

oder

£ = Bz 220 | 228

gesetzt wird, so folgt leicht, dass der Grad der rechten Seite mindestens der 2p® ist, weil,
wenn

R(z) = A2l L.

po(z) =az"+---
ist, die hochsten Glieder von
R(z)d@;(z), nimlich Aarz?*"
2

und von

9"22@, R'(2), namlich %(Qp—}— 1) Az2+r

sich nicht wegheben konnen, da sonst

2p+1

2 1
Aar — Aa 5 =0 oder r = P

2

ware; da aber f(z) nur vom 2p — 1*" Grade ist, so ist somit jene Gleichung nicht moglich,
und also auch die Voraussetzung unstatthaft, dass es ein Werthesystem a1, as, agpi1
giebt, welches die Determinante verschwinden lasst.
Somit wird die Determinante eine constante, von den Verzweigungswerthen a;,
ag, ... agpy1 unabhdngige Grosse sein,
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die wir also durch ein specielles Werthesystem derselben bestimmen konnen.
Wir wihlen zu diesem Zwecke das Polynom

R(z) = 22PT1 1,

dessen Losungen, wenn « eine primitive Wurzel bedeutet, durch

a’, al, a? ... A

dargestellt werden, und es werden dann die einzelnen in der oben behandelten Determi-
nante D enthaltenen Integrale von der Form sein

r+1

@ 2%dz
or V22T — 1’
worin r und s eine der Zahlen 0, 1, 2, ... 2p — 1 bedeuten.

Da aber, wenn
z=a"rund z = ay

gesetzt wird,

r+1

/O‘ 25dz
o’ \/Z2p+1 — 1

o Sdm
1 r(s+1) / _ wrdr
( 6) . 1 /x2p+1 _ 1
r(s1) o xSdx B ar(8+1) /1 xSdx
1 0

= J—
0 r2p+1 _ x2r+l _ 1

zdx

1 5d
o (rFD(s+1) / _ Yy s / _ widr
0 /y2p+1 -1 0 $2p+1 ~1
1

_ ar(s-i—l)(as-i-l . 1)/ ﬂ
0 Vaetl —1

wird, so geht die Determinante der zwischen den einzelnen Verzweigungspunkten genom-
menen Integrale in

1 a ao? a?r~1
1 a2 ot o2(2p-1)
1 5d
_ 3 6 3(2p—1 ) s+1 %
(17) A 1ad ab ... o3@-D) H (a 1)/0 22+ — 1

5=0,1,2..2p—1

iiber.
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Nun ist die Determinante bekanntlich die Quadratwurzel aus der Discriminante der
Gleichung

x2Ptl

(18) =z 42 a1 =0;

z—1
wenn man daher das Product der Quadrate der Differenzen aller Losungen der Gleichung
21—

durch den bekannten Ausdruck in den Potenzsummen darstellt, fiir welche
sk=0, Spepr1yr=2p+1
ist, so ergiebt sich fiir dasselbe unmittelbar der Werth
(=1)7 (2p + 1)**,
und wenn dieses durch das Quadrat des aus (18) hervorgehenden Ausdruckes
1-a)(1-a?) --(1-a®)=2p+1

dividirt wird, so folgt als Werth jener Determinante

V(=1)r(p+ 1)1,

Um ferner das Product

H (as+1 o 1) /1 §8d$

s=0,1,..2p—1 0 Vath—1
zu ermitteln, kann man, um eine Anwendung der oben entwickelten Beziehungen zu
geben, die sich genau ebenso fiir viele andere Integrale und &dhnliche Untersuchungen
durchfiihren lasst, unmittelbar von der frither entwickelten Periodenrelation zwischen
beliebigen zu derselben Irrationalitit gehorigen hyperelliptischen Integralen erster und
zweiter Gattung, in der dort gewihlten, von der gegenwirtigen verschiedenen Bezeich-
nungsweise derselben,

1 p
(@) 78) _ ple) 7(8)) —
2mi (an o B, a, )

(268 + 1) Pygy 1 Mag i1 + (28 + 3)Pag sMopis + - + (20 + 1) Py Maar1 (a2 )
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Gebrauch machen, indem sich, wie oben gezeigt worden, jedes zwischen zwei Verzwei-
gungspunkten ausgedehnte Integral auf das Integral zwischen den Grenzen 0 und 1| zu-
riickfithren lasst; zur Vereinfachung der Rechnung wéhlen wir

a=pB=p—s—1,

in welchem Falle, nach der oben gegebenen Bestimmung der Grossen M und P’, sich

27TZ ay b, ay —s— 1

P
i (E(&)J(a) — E{S?J(CM)) — p2

ergiebt. Beachtet man, dass dann nach der Definition der Integrale erster und zweiter
Gattung und mit Beriicksichtigung der Beziehung (16)

g(@) _ g a? 25%dz 2 /O‘QHQ 25dz 5 /O‘2p 25%dz
o a2v—1Vz2p+1 — 1 v+l A/ z2p+l 1 a2r—14/22pF1 — 1

= —2(a*t — 1)[a(2u71)(3+1) o@D

+ o(2- 1)(s+1) dx
A /x2p+1
(o) Tz (20-2)(s+1) (51 b atde
— _2 — _2 V— S S _ 1 -

ebenso

B = _2(a277 — 1)[al D@9 4 qGrier=s) |

1 2p—1—
oo [ 2T T
0 2+l 1

1 . 2p—1-s
E(a) — _2a(2u—2)(2p—s) (a2p—s . 1) xP dx
by 0 VaZetl — 1
wird, so folgt aus der obigen Periodenrelation, wenn ausserdem das Product nach dem
Index s iiber die Zahlen 0, 1, 2, ... p — 1 genommen wird,

1 z¥dx )P
H (oﬁ“—l)/ﬂ d B (2m)P\/2p+1

22T 1 (2p+1)P1-3---2p—1’

s=0,1,...2p—1

welche Beziehung auch direct durch einfache Integralbetrachtungen hergeleitet werden
kann, und daher fiir die Determinante der zwischen den Verzweigungswerthen genomme-
nen Integrale nach Gleichung (17) der Werth
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oder endlich fiir die oben zu Grunde gelegte Determinante aus den Periodicitdtsmo-
duln der zu einer beliebigen Irrationalitdt gehorigen hyperelliptischen Integrale erster und
zweiter Gattung der Ausdruck

p
(—1)223PgP

D= .
1-3---(2p—1)




Sechste Vorlesung.

Das A bel’sche Theorem.

Nachdem die Relationen untersucht worden, welche zwischen den Periodicitatsmo-
duln verschiedener, zu derselben Riemann’schen Fliache gehoriger hyperelliptischer In-
tegrale bestehen, gehen wir zu den Beziehungen zwischen allgemeinen hyperelliptischen
Integralen iiber und besprechen zuerst den Satz von der Addition gleichartiger Integrale
oder das Abel’sche Theorem in einer Form, wie wir dasselbe spateren Untersuchungen
zu Grunde legen.

Sei R(z) ein Polynom 2p + 1% Grades in z, und werde die Gleichung

(1) s —R(z) =0
mit einer beliebigen andern algebraischen Gleichung zwischen s und =

(2) f(s,2) =0

zusammengestellt, so wird die letztere, wenn immer nur die Punkte 2 aufgefasst werden,
welche (1) und (2) gemeinsame s-Werthe ertheilen, auf die Form

(3> gs—p=20

gebracht werden konnen, in welcher p und ¢ ganze Functionen von z sind, weil alle hheren
Potenzen von s als die erste vermoge der Gleichung (1) fortgeschafft werden konnen; es
werden die gemeinsamen z-Werthe der Eliminationsgleichung von (1) und (3), d. h. der
Gleichung

(4) P2 —¢@R(z) =0
geniigen, und die entsprechenden s-Werthe sodann durch den Ausdruck

=P
(5) s—q

eindeutig bestimmt sein.
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Wird der Grad von p mit m bezeichnet, so werden sich 2m Losungen der Gleichung
(4) ergeben
21y 22y -+ 22m

wenn wir annehmen, dass der Grad von p? nicht kleiner als der von ¢>R(z), d. h. ¢ hoch-
stens vom m — p — 1" Grade ist. Sei ferner eine zweite Gleichung zwischen s und z

(6) fi(s,z) =0,

welche wieder, wenn nur der Gleichung (6) und (1) zugleich angehorige z- und s-Werthe
in Betracht kommen, in die Form

(7) q18 —p1 =0,

gebracht werden kann, und mit (1) verbunden die der Gleichung
(8) —¢iR(z) =0

angehorigen z Werthe

/ / !/
21y %9y +++ Rom

liefert, wenn wiederum der Grad von p; der m' und der von ¢; hochstens der m — p — 1%
sein soll, wiahrend die zugehorigen s Werthe durch den Ausdruck

b1
s =—

q1

bestimmt sind. Bildet man endlich die Gleichung
gs —p+ Aaqs —p1) =0,

und fasst die mit der Gleichung (1) gemeinsamen Losungen dieser Gleichung auf, so sind
diese die Wurzeln der Gleichung

(11) (p+p1)* — (¢+ Aq1)*R(z) =0,

und man sieht unmittelbar, dass fiir A = 0 die von dem Parameter A abhingigen 2-Werthe
in z1, 29, ... 2om, fir A =o00 in 2}, 25 ... 2, lUbergehen, wéhrend fiir eine continuirliche
Reihe von A-Werthen, die von A = 0 bis A = o fithren, die z-Werthe stetig von dem einen
System in das andere iibergehen werden, und die zugehorigen s-Werthe nach (9) durch
den Ausdruck

:p-i-)\pl

12
(12) q+ Aq1



Das A bel’sche Theorem. 89

bestimmt sind, also auch an den Grénzen mit den durch (5) und (9) gegebenen {iberein-
stimmen. Setzt man nun der Kiirze halber

(13) (p+ 1) = (a+ A1) *R(2) = 9(2) = A(z = (1)(2 = ) -+ (2 = Cam),

worin (1, (2, ... (2 von dem Parameter A\ abhéngige Grossen bedeuten, so wird sich
durch Differentiation der Gleichung (13) nach A

w, @ gl
(14)  2(p+ Ap1)p1 — 2(q + A1) R(2) = w(z){ﬁ R }
oder
2(p + Ap1) { (¢ + 20’ } & L 4
15) 2T AP A WA pey A oA dh
(1) = g (@t Amp == o0 Rz) p = w(e)g m B et B

ergeben. Da aber nach (13)

(¢ + A1)’ R(2) = (p+ Ap1)” — ¥(2)

ist, so geht (15) in

& dCom dA
2(1’“1’”{<q+xq1>p1—<p+Ap1>q1}+%W):wz){ B poog +C”}

q+ A1 q+ Aq1 G —=z Cm—2 A
oder in
2(p + Ap1) 2q19(2) oy i
q+ Aq1 (4P = par) q+ A1 (=) G —=z Gom—2 A

iiber, so dass, wenn z = (, gesetzt, die zugehorigen Werthe von p, p1, q, ¢ fiir z = {, mit

P(Ca)s P1(Ca)y 4(Ca)s q1(Ca)

bezeichnet werden, ausserdem beriicksichtigt wird, dass nach (11)

_ p(Coz) + >‘p1 (Ca)
Rle) = i) Trar (o)

ist, und endlich mit F(¢,), welches vom p — 1**" Grade sein soll, multiplicirt wird, sich

&
(a7) POV G gy P)r(Go) — ol (G

O ()
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ergiebt. Nimmt man nun iiber beide Seiten der Gleichung die Summe nach « fiir o =
1, 2, ... 2m, so folgt

dCa
o F(6a) _ Z L F(Ca){p(Ca)a1(Ca) — q(Ca)pi(Ca)}

Z VR Ca = Y (Ca)

und wenn man berticksichtigt, dass 1(z) vom 2m®*® Grade, p(z) vom m'", ¢(z) hochstens
vom m —p — 1" F(z) vom p — 1*" Grade ist, so wird

({P(2)a1(2) — a(2)pr(2) }

hochstens vom 2m — 2% Grade, und daher nach einem bekannten Satze

2 F(Ca) {p(Ca) a1 (Ca) — a(Ca)pi(Ca) }
D W(Go)

(18)

=0,
a=1
sein. Es wird somit

2m F((y)—or dCa

>ty "

und daher, wenn mit d\ multiplicirt und zwischen den Grénzen oo und 0 fiir A integrirt
wird,

dCa
GG
a=1"7> R(Ca) -

oder nach den oben gemachten Auseinandersetzungen

2m

a0 S RELLE

a=1

worin der Integrationsweg durch den fiir A von 0 bis oo beliebig gewahlten Weg und die
von A\ abhéngigen Functionalausdriicke von (i, (3, ... (o, bestimmt ist, wahrend die zu
jedem ¢ gehorigen Werthe von /R(¢) durch die Gleichung (16) einander zugeordnet sind;
wir finden also, dass die Summe von 2m gleichartigen Integralen erster Gattung, deren
obere Grinzen der Gleichung

p* = ¢°R(z) =0,
deren untere Grinzen
- (hR( )=
gentigen, worin p und py beliebige Functionen vom mte”, q und q1 beliebige Functionen

héchstens vom m — p — 1%*" Grade sind, und deren Integrationswege in der oben bestimm-
ten Weise ermittelt werden, den Werth Null hat.
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Gehen wir wieder zur Gleichung (17) zuriick, welche durch Weglassung des Factors

F(Ca) in

dCa
a_ 2(p(6a)nn(Ca) — a(Ca)pi(Sa))
R(Ca) ¥'(Ca) ’

iibergeht, um aus derselben das Additionstheorem fiir die Integrale dritter Gattung ab-
zuleiten, welche in den Punkten ¢; und ¢y und zwar auf je einem Blatte logarithmisch
unendlich werden, und multipliciren dieselbe mit

1

ElR(Cl)5
(c1—c2)(Ca— 1)’

so ergiebt sich

. dCa )
e1R(c1)2 A\ _ 2e1R(cy 5(]) Ca)q1(Ca) — ((a)pl(CQ))
(c1 = e2)(Ca — 1) /R(Ca) Y (Ca)(c1 = €2)(Ca — 1)
und ebenso
. dCa )
eaR(c2)2 A\ _ 269 R( 02)§(p Ca)q1(Ca) — q(Ca)p (ga))
(c2 — e1)(Ca — €2) /R(Ca) P (Ca)(c2 — e1)(Ca — c2) ’
so dass, wenn man die Summe der beiden letzten Gleichungen um
dCq
d\

(Ca — Cl)(Ca - 62)

vermehrt, das Resultat mit einer willkiirlichen Constanten M multiplicirt und zu beiden
Seiten
dCa

NF(CQ)H

R(Ca)

hinzuaddirt, worin N wieder eine willkiirliche Constante und F(¢,) eine Function p — 1"
Grades bedeutet, aus der iiber « von 1 bis 2m genommenen Summation die Gleichung
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hervorgeht
2m %
dA
(20) az; M{ (Ca = c1)(Ca — €2)
M e2R(c2)? dCa

(Ca —c2) + 7(6@ —c1) dC (Q.a)
1 —C C2 —
(Ca - Cl)(Ca - 62) (Ca) dX } o (Coz)

1(Ca) — P1(Ca)q(Ca)
V' (Ca)(Ca — €1)

2M€2R(02)% - P(Ca)q1(Ca) — P1(Ca)q(Ca)
R— ; ¥ (Ca) (G — €2)
i, reae

2m
+M;(C —01)(Ca—02 Z VR(C)

Die rechte Seite dieser Gleichung lésst sich aber noch weiter vereinfachen. Denn,
wenn man die Function
p(z)q1(z) —p1(2)q(2)

¥(2)

in Partialbriiche zerlegt, so ergiebt sich

P(2)a1(2) — pi(2)a(z) _ ff P(Ca)q (o) = 1 (Ca)a(Ca) 1

¥(2) 1 Y (Ca) z—Ca
und daher
pled)ai(er) = prle)ale)) <= p(Ca)ai(Ca) = p1(Ca)a(Ca) 1
2 - W) -2 V) .

und ein dhnlicher Ausdruck, wenn ¢ statt c;, gesetzt wird.
Ferner ist nach der oben erhaltenen Beziehung

dc

Z VIR Ca v
und es geht somit Gleichung (20) mit Beriicksichtigung aller dieser Beziehungen, wenn

ausserdem nach A zwischen co und 0 integrirt, und das in ¢; und ¢y auf je einem Blat-
te logarithmisch unendlich werdende allgemeine Integral dritter Gattung zwischen den
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Grénzen z/, und z, genommen mit

/ dIl(z,c1,¢2)

[e3

bezeichnet wird, in die folgende iiber:

2m 1
Za 2Me1R(cq)2 /Op c1)q1( 61 —pi(c1)q(cr)
22 / dIl(z,c1,c0) = — dA
( ) Z , ( ! 2) Cl —C2 o )
B 2M€2R<62)% O p(ea)an( 02 — p1(c2)q(c2) d\
02 — C1 00 )
L d)\
iy /
Z —c1)(Ca — c2)
Nun ist aber
/ Ged 1 Gedv 1 A
(Ca - Cl)(Ca —c2) €1 —C Ca—C1  c1—c Ga — €2
1 Ca —C
= log
cp—cx " Ca—C2
also
d
/ ﬁ dA _ 1 |:l Ca — :| _ 1 log (Za - Cl)(zzl;y —C ’
o)) aa—c2| TCa—ca)y, c—c2 (- )z -

und

Ao
) D e

M o (z1 —c1)(z2 —c1) -+ (22m — 1) (#]
- log { (21— c2) (22 — c2) -+ (22m — 2) (2

Ferner ist, wie unmittelbar zu sehen,

 pea@-m©d]  eRE?}
(p(c) + Apa( —(q ( ) + /\q1 c)) R(c) €1 —¢2

c)
) (

1 d | p(c) + Api(c) — (Q(C) + )\Q1(C)) R(c)
( (

q1
c )2

c1 —c2dX 7 p(e) + Api(e) + (q(e) + Aqi(c))ey/R(c)’

oder da

¥(e) = (p(e) + Mp1(c)” = (a(c) + Aa1 (€)) *R(e)

93
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ist,
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und es ist somit die Summe von 2m gleichartigen Integralen dritter Gattung, deren untere
und obere Grinzen Liosungen der Gleichungen

P’ —¢*R(2) =0, p—q’R(z)=0

sind, durch emen Logam'thmus ausgedriickt, dessen Argument aus den Functionen p(z),
p1(2), q(2), q1(2), \/R(z) fir die Punkte ¢; und ¢y rational zusammengesetzt ist.

Um nun dle entsprechende Gleichung fiir die Integrale zweiter Gattung herzuleiten,
bemerke man, dass man aus der Gleichung (27) fiir die Hauptintegrale dritter Gattung,
die sich nach dem obigen dadurch ergeben, dass man

setzt, die Beziehung erhalt

(28) Z / H (2,01, 00 1Og{ Rc) pile —ql e2)ez R@)},

p(c2) — q(ca)ear/R(c2) pi(c1) — qi(er)ery/R(cr)

Ml

unendlich werdende hyperelliptische Integral zweiter Gattung sich in der Form darstellen
lésst

d
_M’TQH(Z,Cl,CQ) + NJ(z),

wenn J(z) ein Integral erster Gattung bedeutet. Daraus folgt aber, da

ist, fiir die zwischen den Grénzen z/, und z, genommenen allgemeinen Integrale zweiter
Gattung

2m Za B , d p(cl) — Q(Cl>51 R(Cl)
(29) ;/Z& dE(z,c1) = —M dqlog{ Ren [

pi(c1) — Q1(C1)€1

und daher die Summe dieser gleichartigen 2m hyperelliptischen Integrale zweiter Gattung,
deren untere und obere Grinzen Lisungen der Gleichungen

P’ —¢R(2) =0, p—q’R(z)=0

sind, rational zusammengesetzt aus den Functionen p(z), q(z), pi(2), ¢i(z), \/R(z) und
deren erster Ableitung fiir den Punkt c;.
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Da ferner frither gezeigt worden, dass man durch Differentiation des Integrals zweiter
Gattung nach dem Parameter ¢; ein hyperelliptisches Integral erhélt, welches in ¢; von
der zweiten Ordnung algebraisch unendlich wird, so wird fiir eine Reihe gleichartiger
Integrale Ey(z,c1), welche in z = ¢; wie

M/l
(z—c1)?
unendlich werden, nach (29) die Beziehung bestehen

2m M d? { plc1) — qlcr)er/ R(cr) }
30 dEi(z,¢1) = — lo ;
EUNMED Y INUIET :

Td612 pl(cl) —q1 (61)61 R(C1)

schliesst man so fort, so wird sich fiir hyperelliptische Integrale, welche in z = ¢1 algebra-
isch von der k*™ Ordnung unendlich werden wie

MR
(z — 1)k’

die Gleichung ergeben

2m - M*) dF p(c1) —qle1)ery/ R(cr)
(31) az::l/z& dEy_1(z,c1) = 1-2-(k—1) deff log {p1(01) —qi(c)ei/R(e) |

Stellt man diese Resultate zusammen, so folgt unmittelbar, dass, wenn ein hyperel-
liptisches Integral J(z,c1,a) in z = ¢1 unendlich wird wie

Alog(z—c1)+Bi(z—c)) ' 4+ Ci(z —c1) 2+ 4+ Mi(z — )™
und in z = a wie
-4y IOg(Z - a)?

nach den vorher aufgestellten Gleichungen mit Beriicksichtigung der verschwindenden
Summe der Integrale erster Gattung, das Abel’sche Theorem fiir 2m gleichartige Inte-
grale folgendermassen lautet:

2m 2
32 adJ z,c1,a) = Aqlo pler) — ale)es R(Cl). 1
%) 0421/2& B =4 g{ p(a) —q(a)er/R(a)  pi(e1) — qi(cr)ery/ Rier)
)

54 { pler) — gler)ery/Rier) }_Cl | { p(e1) — qler)ery/R(er) }
ld 0og ~ 1 5 108 ~
1 pi(c1) — qi(cr)er/R(cr) dey pi(c1) — qi(cr)er/Rier)

Dldsbg{ p(er) —gle)er/Rie) |

1.2 dei® pi(e1) — qi(er)ery/ Rier)
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B M, dm log p(c1) — g(e1)ery/ R(er)
1-2-(mp —1)dey™ pi(c1) — qi(e)ei/R(er) |

Bezeichnet man nunmehr mit J(z,c;, ca,...c,) ein hyperelliptisches Integral, welches
in ¢; unendlich wird wie

Arlog(z —c1) + Bi(z— 1)+ Ci(z —c1) 2 4+ Mi(z — e1) ™™,
n ¢y wie

Azlog(z — c2) + Ba(z — o) T 4+ Caz —c2) 2 4 -+ + Ma(z — )™,
u. s. w., endlich in ¢, wie

Aylog(z—c)+By(z—c)) P +C(z—c) 2+ + M, (2 —c,) "™,

so wird sich die Summe von 2m solchen gleichartigen hyperelliptischen Integralen, deren
obere Granzen die Losungen zi, 29, ... 29, der Gleichung

P’ —q*R(z) =0,
und deren untere Granzen 2}, z5, ...z, die Losungen der Gleichung
p1® — @’R(z) =0,

sind, worin p und p; beliebige ganze Polynome m'*® Grades, ¢ und ¢; beliebige ganze Po-
lynome hochstens vom m — p — 1** Grade sind, nach den fritheren Auseinandersetzungen
in der folgenden Form darstellen

2m Za 2m 2o 2m 2o
Z/ dJ(z,c1,c2,...0,) = Z/ dJ(z,c1,a) + Z/ dJ(z,co,a) + -
a=1"% a=1"7%a a=1"7%
2m Zo,
+ Z/ dJ(z, ¢y, a),
a=1"%a

wenn a ein willkiirlich gewahlter Punkt ist, und J(z, ¢,,a) ein Integral bedeutet, welches
in ¢, unendlich wird wie

Aplog(z — ¢p) + By(z — cQ)_1 + Cy(z — CQ)_2 + o My(z —cp) e

und in z = a wie
—A,log(z —a).
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Wendet man nun die in Gleichung (32) gefundene Beziehung auf die einzelnen Inte-
grale an, so ergiebt sich die folgende Form des Abel’schen Theorems:

2m P v
33 dg z,01,02,...00) = ¥ A,lo p(co) = 4(co)eo/ Rlco) }
R g{ ( Ricy

P1(co) — q1(cp)e

- d p(cy) — qlcg)egn/Ricy)
— B,—lo
Z ®de, & { ( R(c,) }

co) — q1(co)eo

plco) — alce)eo/R(cy) }
pl(cg)_Q1(Cg)5g R(%)

L My,  dm™ ) Pl = alc)sov Rlcy)
ZlZ(mQ_l)dC’ZLQI g{pl(cg>_q1(cg)€g R(CQ)}7

wobei zu beachten, dass der Werth der zu den einzelnen 2-Werthen gehorigen Irrationa-
litdt durch die Gleichung

(Ca) + Ap1(Ca)

(Ca) + Aq1(Ca)

D
R(Ca) = .

fest bestimmt ist.

Fiir den Fall, dass die betrachteten Integrale in den Verzweigungspunkten unendlich
werden, sieht man, dass mit Hiilfe der in der dritten Vorlesung aufgestellten Normalfor-
men solcher Integrale die Resultate nur geringe Modificationen erleiden.

Die vorher gewonnenen Resultate lassen sich nun aber noch in anderer Form aus-
sprechen; wihlt man namlich 2m — p Werthe

21,225+ - Z2m—p

als obere Granzen und

/ / /
21,22, -+ Zam—p

als untere Gréanzen beliebig, und bestimmt die Constanten des Ausdruckes

p(2) = q(2) vV R(2),

deren Anzahl, wenn p(z) vom m'® und ¢(z) vom m —p — 1*" Grade ist, von der multi-
plicatorischen Constanten abgesehen 2m — p ist, so, dass

p(z) —q(2)VR(z) =0

wird fiir z = 21, 22, ... 22m—p, Und y/R(z) fiir jeden dieser Werthe ein beliebiges, aber fest
bestimmtes Zeichen hat, ebenso p;(z) und ¢;(z) so, dass

p1(2) = a1(z)VR(2) = 0
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ist fir z = 29,23, ... 23, ,, wiederum mit beliebiger, aber fester Zuordnung des Wurzel-
werthes, so werden die Gleichungen

p(2)? = q(2)*R(z) = 0
und
p1(2)* = a1(2)*R(z) = 0
ausser jenen 2m — p Grossen noch p Wurzeln
Zom—pils - Z2m, TESP. Zop pi1, .. 2,

haben, und wenn den Bestimmungsgleichungen geméss

p(zém—p-‘rcx)

Q(Zém—p—i—a)

p(ZZm—p-‘roz)

(a) R(22m—p+a) = (ampra)’

R(Zém—p-‘roc) -

gesetzt wird, so werden fiir diese 2m Werthepaare von 2 und 2z’ mit den zugehorigen Wur-
zelwerthen /R(z) die oben fiir die hyperelliptischen Integrale gefundenen Relationen
statthaben, d. h. es werden sich jene 2m — p gegebenen Integrale zu p hyperelliptischen
Integralen zusammenfassen lassen von algebraisch-logarithmischen Theilen abgesehen;
bemerkt man nun, dass sich die Coeflicienten als Unbekannte linearer Gleichungen ratio-
nal aus den Werthen

21522y« - 22m—p; \/ Zl \/ 22 -4/ ZZm p
217227 : z2m —p? \/R Zl \/R 22 \/R ZQm p

zusammensetzen werden, und dass, wenn in den Gleichungen

P2)? = () R(2) = Oz = 21)(5 = 22) -+ (2 = 22mp)(2 = Z2m-pi1) -+ (= 22m)
2

p1(2)* — q1(2)°R(2) = Ci(z — 20)(z — ) -+ (2 = 2y ) (2 = 2o _py1) -+ (2 — Zhy)
die linken Seiten derselben durch

(z = 21)(z — 22) -+~ (2 = 22m—p) TESP. (2 — 21)(2 = 22) -+~ (2 — 2 )

dividirt werden, sich

(2= 2ompi1) - (2 —zam) =2 + PP 4+ P, =0
(Z_Zém—p-&—l)"'(z_zém):Zp+P1,zp_1+"'+P1;:O
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ergiebt, worin vermoge eben dieser Eigenschaft der Coefficienten von p(z) und ¢(z), p1(z)
und ¢;(z) auch die Grossen

P, Py,...P,
P/, P}...P,

rational aus

215,22y« - 22m—p; \/ Zl \/ 22 -/ ZZm p
21722, . 22m —p? \/R Zl \/R 22 \/R ZZm p

zusammengesetzt sind, so folgt, dass sich 2m — p gleichartige hyperelliptische Integrale zu
p eben solchen Integralen vereinigen lassen, deren Grinzen Losungen von Gleichungen

pte" Grades sind, deren Coefficienten rational aus den eben bezeichneten Grissen zusam-
mengesetzt sind, und deren Irrationalitaten durch die Gleichungen (a) bestimmt werden,
welche dieselben mit Hiilfe der willkirlich angenommenen Grdinzen und Irrationalititen
rational durch die entsprechende Grinze ausdriicken.

Ist p eine ungrade Zahl, so sieht man, dass jede ungrade Anzahl von Integralen auf
die feste Zahl von p solchen zuriickgefithrt werden kann, und ist p grade, so gilt dasselbe
fiir jede grade Anzahl von Integralen; ist jedoch p ungrade oder grade, und es soll gezeigt
werden, dass auch jede grade oder ungrade Anzahl von Integralen auf die feste Zahl von p
solchen reducirt werden kann, so braucht man nur ein neues Integral zu jener gegebenen
graden oder ungraden Anzahl von Integralen hinzuzunehmen, dessen obere und untere
Grénze derselbe im Endlichen gelegene Verzweigungspunkt von /R(z) ist z. B. a7; dann
wird einerseits das betreffende Integral wegen der Gleichheit der oberen und unteren
Grénze herausfallen, andererseits z — «; ein Factor von p(z) sein miissen, weil er in R(z)
aufgeht, und somit die obigen Gleichungen, wenn

resp.

p(z) = (z —a1)P(2),  q(2) = Q(2)
pi(z) = (z —a)Pi(2),  qu(z) = Q1(2)

gesetzt wird, in

(= )P = QP T = O = a1) = 2oy 1)z = 2amopit) (2 = 2am)
= AP = QueP T = Cile = 24) o (2 = 2y ) = o)+ (2 = 2hu)

iibergehen, so dass die weiteren oben gemachten Schliisse dieselben bleiben, und der Satz
daher bestehen bleibt.
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Die oben ausgefiihrte Bestimmung der Coefficienten von p(z) und ¢(z) bleibt jedoch
nur so lange moglich, als die Grdssen

!/ / /
Zl, 22, ZQm_p, I'eSp Z]_’ 2'2’ sz_p

unter einander verschieden waren, da nur dann so viel verschiedene lineare Gleichungen
sich ergeben, als unbestimmte Coeflicienten in p(z) und ¢(z) eintreten. Sind jedoch u; der
2-Grossen gleich zy, ps gleich 2o, ..., gleich z,, so dass

p1+ po + e+ e = 2m — p,

ebenso p) der 2’-Grossen gleich 21, uf gleich 25, ... u. gleich 2/ (wobei wir voraussetzen
wollen, dass keiner der vielfachen z-Werthe ein Nullwerth des Polynoms R(z) ist), so dass
auch

R e
ist, so kann man entweder nach der in der ersten Vorlesung angegebenen Methode

verfahren oder auch in folgender Weise: man bestimme eine ganze Function f(z) vom
2m — p — 1% Grade so, dass fiir

Z2=21, 2 =22, ... 2 =2y
die Function sowohl als ihre

/’Ll_]-a H2_17‘°',U'1”_]-

ersten Ableitungen dieselben Werthe haben als fiir eben diese Argumente die Function
/R(z) und die eben so hohen Ableitungen dieser Grosse. Diese Aufgabe ist vollstandig
bestimmt, da der Werth von /R(z) also auch der aller Ableitungen fiir jene Specialwert-
he als fest gegeben vorausgesetzt wird, und die Function f(z)2m — p Constanten besitzt,
welche sich durch die vermoge der Identificirung jener Functionalwerthe und ihrer Ablei-
tungen sich ergebenden

1t p2 A+t e =2m—p

Gleichungen, welche linear in jenen 2m — p Constanten sind, eindeutig bestimmen lassen.
Ist nun jene Function f(z) gefunden, wobei wieder zu bemerken, dass die Coefficienten
derselben rational aus

21, 295 ... 2y VR(21), V/R(22), ... VR(2)

zusammengesetzt sind, so wird die Function

£ = VRG] [£(2) + VRG] = f(2) = R(2)
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durch

(Z _ Zl)ul (z _ 22)112 . (z _ Zr)“"" — ¢(Z)
theilbar sein, und sich somit
(34) f(2)? = R(z) = 9 (2)¢1(2)

ergeben. Ist nun p(z) eine Function m'" und ¢(z) eine Function m — p — 1%** Grades, die
zusammen 2m — p + 1 Constanten haben, so wird man die Function

p(z) —q(2)f(2)

so bestimmen konnen, dass dieselbe fiir 2 = z; nebst ihren p; — 1 ersten Ableitungen, fiir
2 = 29 nebst ihren ps — 1 ersten Ableitungen, endlich fiir z = 2, mit ihren u, — 1 ersten
Ableitungen verschwindet,

welche Bestimmung wieder 2m — p Gleichungen liefert, deren rechte Seiten Null sind,
so dass wieder von der multiplicatorischen Constanten abgesehen die Functionen p(z) und
q(z) vollstandig bestimmt sind, und

(35) p(2) = q(2) f(2) = Y(2)a(2)

oder
[p(2) — a(2)£(2)] [p(2) + a(2) f (2)] = W (2)s(2)
oder
p(2)" = a(2)*f(2)* = ¥(2)¥3(2)
wird, welche Gleichung vermdge (34) in

(36) p(2)* = a(2)*R(2)* = $(2)x(2)

iibergeht, worin x(z) eine ganze Function von z bedeutet; da aber p(z)? von 2m'",
q(2)?R(z) vom 2m — 2p — 2 + 2p + 1 = 2m — 1**" Grade ist, so folgt, dass x(z) vom p'e®
Grade sein wird, und es wird daher, wenn

X(Z) = C(Z - 22m7p+1) s (Z — ng)
gesetzt wird, die Gleichung (36) in
(37) p(2)2 = q(2)?R(2) = Clz — 21)" -+ (2 — 20)" (2 — 2om—pt1) -+ (2 — 22m)

iibergehen. Ausserdem war aber
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und

P(za) — ¢(2a) f(2a) = 0,
d. h. es wird
(3) VR = ).

ebenso wird man eine Function m*" Grades p;(z) und eine Function m — p — 1'*** Grades
q1(z) bestimmen koénnen, welche den Gleichungen

(39) p1(2)* — q1(2)*R(2)
= C1(z — 24" (2 — 242 (2 = 245 (2 = 2y 1)+ (2 = Zhyy)

und

(40) VR(z) = il

q1(24,)

geniigen, und dies sind wieder die hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen der Inte-
gralrelationen, so dass sich ebenfalls die 2m — p Integrale mit zum Theil gleichen oberen
und unteren Gréanzen von einem algebraisch-logarithmischen Theile abgesehen zu p neu-
en gleichartigen Integralen zusammensetzen, deren Grénzen wiederum Losungen einer
Gleichung p'® Grades sind, deren Coeflicienten rational aus den gegebenen Gréanzen und
Irrationalitdten zusammengesetzt sind, wahrend ihre Irrationalititen von eben diesen
Grossen und den zugehorigen Grénzen rational abhingen; es ist zu bemerken, dass der
hinzukommende algebraische Theil, wie frither allgemein gezeigt worden, eine rationale
Function der Granzen und Irrationalititen der gegebenen 2m — p Integrale ist, und der
Logarithmus als Argument eine ebensolche Function enthalt.



Siebente Vorlesung.

Das allgemeine Transformationsproblem der hyperelliptischen Integrale.

Nachdem wir erwiesen haben, dass einer additiven Verbindung gleichartiger hype-
relliptischer Integrale eine algebraische Beziehung zwischen den oberen Grianzen dieser
Integrale entsprechen kann, wollen wir unsere Betrachtung auf die allgemeinsten algebrai-
schen Beziehungen ausdehnen, welche zwischen hyperelliptischen Integralen iiberhaupt
bestehen kénnen, sie moégen gleichartig oder ungleichartig sein d. h. zu derselben oder zu
verschiedenen Irrationalititen gehdren, wenn auch zwischen den Grénzen dieser Integrale
algebraische Beziehungen stattfinden sollen.

Sei
(a) F(Jl,JQ,Jg,...Jn):O

irgend ein algebraischer Zusammenhang zwischen einer Reihe im Allgemeinen verschie-
denartiger hyperelliptischer Integrale, deren Granzen z1, 29, 23, ... auch wieder algebraisch
mit einander verbunden sein mégen, und nehmen wir an, dass nicht schon zwischen weni-
ger als n jener Integrale ein algebraischer Zusammenhang mit ebenfalls algebraisch unter
einander verbundenen Grénzen bestehe, da wir sonst diesen Zusammenhang der weite-
ren Untersuchung zur Aufstellung der allgemeinsten Form eines solchen zu Grunde legen
wiirden.

Greifen wir zwei jener in (a) vorkommenden Integrale J, und Jg heraus und bezeich-
nen eben jene Relation kurz durch

(b) Ja = 90(217 ‘]ﬂ)’
wobei in ¢ alle andern Integrale enthalten, nur nicht explicite angegeben sind, und z;
eine der in der Relation als unabhéngige Variable vorkommenden Grénzen bedeutet,
dann folgt durch Differentiation nach z;
(C) % _ 890(2’1, Jﬂ) + 890(217 ‘]ﬁ) %

dz 821 8J5 dz ’
worin sich die erste Differentiation der p-Function auf alle von z; abhéngigen Grossen

ausser Jg bezieht; bemerkt man nun, dass

dJ dJs
= d —£
le un dzl
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nach der Natur der hyperelliptischen Integrale und in Folge der Annahme, dass die
Gréanzen in algebraischem Zusammenhange stehen sollen, algebraische Functionen der
unabhéngigen Verdnderlichen sind, wéhrend auf der rechten Seite der Gleichung (c¢) im
Allgemeinen sdmmtliche Integrale mit Ausnahme von J, vorkommen, so muss man, weil
angenommen wurde, dass ein algebraischer Zusammenhang zwischen weniger als n jener
Integrale nicht bestehe, schliessen, dass die Beziehung (c) fiir jeden beliebigen Werth von
J existirt, weil sie eine in allen diesen Integralen identische Gleichung darstellen muss.
Setzt man sodann, was hiernach gestattet ist, in diese Gleichung

Jg + p statt Jg,
worin p eine Constante bedeutet, so folgt

(d) dJo _ 0p(z1, I3+ 1) N Op(z1, Jp + p) d(Jp + 1)
dzy 021 8(Jﬁ + [L) dz1

und daher durch Vergleichung von (c) mit (d), da (b) das Integral von (c) war, als Integral
der Gleichung (d)

(e) Jo+m=(z1,J5+ )

worin m eine Constante und zugleich bestimmte Function von p ist; es wird somit, wenn
zur Abkiirzung

o(21,Jp) = ¥(Jp)

gesetzt wird,

() U(Jg+p) =¢(Jg) +m

sein miissen fiir jeden Werth von Js und fiir jeden Werth von p mit dem zugehorigen
Werthe von m.

Um zuerst die Art der Abhéngigkeit von m und u festzustellen, setzen wir Jz = 0
und erhalten

m = (u) —(0),
so dass (f) in
(I +p) = () + b(p) —9(0)
ibergeht; differentiirt man diese Gleichung nach Jg und g, so folgt

V(T + ) = ' (Jp)
V'(Jg+ 1) = ' (),

und daher
V'(Jg) = ¢’ () d. h. 9'(Jp) = c,
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worin ¢ von z; und den andern Integralen, aber nicht von Jg abhéngen kann, man findet
somit

Y(Jg) = cJg +c1,

d. h. ¢(Js) ist in Bezug auf Js linear. Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (f) ein,
so folgt

c(Jg+p)+ca=clgt+ci+m
oder

cu=m,

d. h. es ist ¢ eine Constante, und
es wird daher die allgemeinste Form jener algebraischen Beziehung eine lineare
Function der Integrale
JiJo I

sein, deren Coefficienten constante, von der Variabeln z; unabhdngige Grissen
sind, vermehrt um eine Grésse u, welche von den Integralen frei ist, aber von der
Variabeln z; (und also auch von den von dieser algebraisch abhdngigen Grin-
zen der verschiedenen Integrale) algebraisch abhéingen wird, und welche also die
Gestalt hat

arJ1+asdo + -+ anJ, +u=0.

Wir gehen nunmehr auf eine weitere Untersuchung dieser allgemeinen linearen Be-
ziehung zwischen hyperelliptischen Integralen ein und sondern in dieser noch diejenigen
Integrale aus, welche auf die logarithmische Transcendente fiihren, so dass das niedrigste,
in der Relation vorkommende Integral das elliptische sein wird.

Setzen wir
Ra(2) = (2 —af?)(z = aff) - (= - affl),
(1) RY) (2) = (2 — ) (2 = B) - (= — BLL,),

und verstehen unter
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eine rationale Function von z und \/R(z), so sei die zwischen den hyperelliptischen Inte-
gralen bestehende Relation

[ w0 ) s+ [ 2 (o))
.\ /zégll Fé;ll <z, \/M) dz
o I O o) P R Y Vo) PR
2) o [ R (L) o

(1) (2)

+ ’ F3(1) (z, Rgl)(z)> dz —1—/3 Fg@ <z, RgQ)(z)> dz +--

=u+ Aylogv; + Az logvg + -+ - + A, logw,,

worin
u,v1,02,...0,

algebraische Functionen von

1 a 1 b 1 r
zép)Jrl . ..zép)Jrl, zép)_l . ..zép)_l, zé ). zé ),

und
Ay, Ag, .. A,

Constanten bedeuten; wir nehmen an, dass zwischen den z-Grossen so viel algebraische
Beziehungen stattfinden, dass nur

(1) (a) (1) (b) (1) (9)
Zop+1 -t Roptls Rop—1-+-R2p—10 - Rop b4l F2p2ht1?
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von einander unabhéngig bleiben, und bringen dann die obige Gleichung auf die Form

(1)

Z2p+1
(3) / F2(;2§—1 (Zv R%L(Z)) dz +---
(a)
Zopt1 a a
+ FQ(p)+1 2 Répll('@) dz

[T (2R

2p—2h+1

)

)
2,\/RYTY (z)> dz— -

)

—/3 FZ,ET) (z, Rgr)(z)> dz

+u+ Ajlogvy + -+ Ay logu,,

worin
(g+1) (k) (1) ()
Zopoht10t Bop—oh41r B3 B3y UV, V2, Uy

algebraische Functionen der oben bezeichneten unabhingigen Variablen sind.
Es ist leicht zu sehen, dass es eine algebraische Function ¢ der Grossen

(1) (a) (1) (b) (1) (9)
Zopp s+ Dol Fop—1 - Bop—1y - Zpoh1r Zp—oht1

giebt, so beschaffen, dass

(g+1) (k) (1) (r)
WD ST PRRRE WD VT PRI~ SN2

+1 +1 k k
(a) \/Rg;];f2)h+l(z§f;72)h+l)’ EE \/Rép12h+1(zép)f2h+l)’ e
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Rgl) (Z:gl)), L Rg?") (Zér))a u, ’U17 ’1}27 P Uy

rationale Functionen von

(1) g
by Zoph1s - Zopoptt 2p+1 2p+1 R2p 2h+1 Z2p 2h+1)

sind; denn bildet man

(k) (k)

(g+1) (g+1)
(4) t= I —|—a2p h1%2p—2h+1

Aop—2h4+1%2p—2h+1

+ag1)z§1)+ ......................... —{—aér)z:(,f)
+1 +1) (g+1
g) 2)h+1\/R(2§7 2h+41 2?; Q;H-l)—"_ ’ 2p 2h+1\/R2p 2h+41 Z2p 2h+1)
VRO 60RO D)
+cu+divi Fdovot .o +d, vy,

worin die a, b, ¢, d allgemeine Constanten bedeuten, so kann man diese Grosse als linea-
re Function der Losungen einer algebraischen Gleichung auffassen, deren Coefficienten
rationale Functionen von
1 1 b 1

(B) Zép)Jrl""Zég)Jrhzép)fl’” Zép) 1vZ§p) 2h+1) " Zéf;) 2h+1
sind, und die man erhélt, wenn man alle algebraischen Gleichungen mit einander mul-
tiplicirt, deren Losungen die Gréssen («) sind, welche als algebraische Functionen der
Grossen () vorausgesetzt wurden. Bildet man nun eine Reihe anderer linearer Functio-
nen von der Form (4), so kann man bekanntlich alle diese rationalen d&hnlichen Functionen
rational durch

1 1 b 1
() Zép)Jrl" ZéZ)Jthép) 1 Zép) RN ng) 2h+17 " -Zéf))—2h+1vt
ausdriicken, und wenn man somit soviel lineare Ausdriicke herstellt als die Anzahl der
Grossen (a) betrdagt, so wird man mit Hiilfe dieser linearen Gleichungen jede einzelne
dieser Grossen rational durch die Grossen () ausdriicken kénnen. Man denke sich ferner
die die algebraische Function ¢ definirende Gleichung, welche aus der Form der Grosse ¢
nach (4) bekanntlich durch Permutation aller Losungen der oben gebildeten algebraischen
Gleichung, deren Losungen auch die Grossen («) sind, leicht hergestellt werden kann, in
Factoren zerlegt, deren Coefficienten nicht bloss rational die Gréssen (3) sondern auch
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die dazu gehorigen Irrationalitéten

€] 1) (a) 1) (1)
(5) \/R2p+1 Z2p+1 \/R2p+1 22p+1) \/R2p 2h+1(22p 2h+1)""
\/R2p 2h+1 Z2p oht1)

enthalten diirfen, und den irreductiblen Factor herausgew#hlt und gleich Null gesetzt,
der ¢ zu einer seiner Losungen hat,

(5) V=0,

so dass t nicht mehr die Losung einer Gleichung niederen Grades sein kann, deren Coefhi-
cienten ebenfalls rational aus den Grossen (8) und (0) zusammengesetzt sind. Differentiirt
man nunmehr die Gleichung (2) total, indem man die Grossen (3) als unabhéngige Va-
riablen betrachtet, so wird man eine Gleichung von der Form

1 1 a a 1
(6) Q(p—)f—ld ép)-l—l Eai P2(p-)i-1dz§p)+1 +- P2(p) 2h+1dzép) oht+1 T
(9) (9) _
+ P2p—2h+1d22p—2h+1 =0

erhalten, in welcher nach dem Obigen die Grossen P als rationale Functionen der Grossen
(7) und (§) betrachtet werden diirfen, und es wird sich als unmittelbare Folge von (6)

O P(Q)

_ (1)
~0,...P 39 1 =0

(a)
=0,... Py, 2p—2h+1 —

(7> P(l) 2p+1

2p+1 —
ergeben. Da nun die einzelnen Gleichungen in (7) als Gleichungen in ¢ aufgefasst werden
diirfen, deren Coeflicienten rationale Funktionen der Grossen () und (d) sind, und die
Gleichung (5) irreductibel war, so miissen simmtliche Losungen der Gleichung (5), welche
wir jetzt mit
t1,ta,...1s

bezeichnen wollen, und unter welchen das frithere ¢ mit enthalten ist, den Gleichungen
(7) geniigen. Da nun aber aus den Gleichungen (7) die Beziehung (6) unmittelbar folgt,
so wird auch, wenn man die zu ¢, gehorigen Werthe der Grossen («) mit

(o) (@) (@) (@)

(g+1) (k) (1) (r)
WA ST PRRRE D VAT PRI SN2

a) ()

(@) (
+1 +1 DyNE T
(e) \/R;i; 2)h+1zg> 2)h+1> \/Rép 2h+1(z2p oht1)s - Ré )(Z:E, ))7--' Ré)(z(r))7
(ﬁ) (c i (@) ()

5 27... v
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bezeichnet, fiir diesen neuen Grossencomplex die Gleichung (3) gelten miissen, und wenn
man daher die so entstehenden ¢ Gleichungen addirt, die Beziehung folgen

(1)
Zop+1
(®) : { [ (R e

(a)
2pt1 a a
—i—/ Fépil (z, R(Qp)_kl(z)) dz

(1)
22p—2h+1 1) 1
* Fyyonir (2 By ona () ) dz 4+
Zég>—2h+1 (9) )
+/ F2p72h+1 <Z7 R2p2h+1(2)> dz
a)
(g+1

(

5 et
2p—2h+1 1 I

=3 [T o (VR
=
§ Zgl;;)_zm-l (k) )

_Z/ o onta (Z’ m> dz

a=1

5 LW
—Z/ ’ Fg(l) <z, Rél)(z)) dz —
=
5 a0
- Z/ Fér) <z, Rér)(z)> dz
a?l ( 6 1)
+ Z u+ A Z log(vi +---+ A, Z log(vl),
a=1 a=1 a=1

Es ist klar, dass

als symmetrische Function von
t1,1t2,...t5,

deren Coefficienten rationale Functionen der Gréssen (8) sind, sich rational durch die
Coefficienten der Gleichung (5) ausdriicken ldsst, deren Losungen jene Grossen vorstellen,
und dass daher jene Summe eine rationale Function der Grossen (8) und (§) sein wird,;
dasselbe gilt von der Grosse

(@ O /

Vg Vg * " Vg = Uy
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Was nun die auf der rechten Seite der obigen Gleichung befindlichen Summen gleich-
artiger hyperelliptischer Integrale betrifft, so wollen wir die beiden Félle unterscheiden,
in denen in dem Ausdruck

5o m

Zop—2s+1 m m
DY S 2 GV HRINE) PE
a=1

d >p—soder 6§ < p—sist. Wenn das erstere der Fall, so ldsst sich die Summe dieser
Integrale mittels des Abel’schen Theorems in die Summe von p — s Integralen ver-
wandeln, deren Gréanzen die Losungen einer Gleichung vom (p — s)*? Grade sind, deren
Coefficienten rational und symmetrisch aus den Grossen

(o) (o)
zézl_)%ﬂ und \/Ré$223+1(Z§$225+1)7
also auch nach dem Obigen rational und symmetrisch aus den Grossen (5) und
ty, to, ... ts

zusammengesetzt sind und sich daher vermége der Gleichung (5) rational durch die Gros-
sen (B) und (§) ausdriicken lassen, wahrend die zugehorigen Irrationalitdten mit Hiilfe
dieser Grossen rational mit den entsprechenden oberen Gréanzen zusammenhéngen. Ist
dagegen § < p — s, so kann man jedenfalls die Grossen

e

Zop—2s+1
als Losungen einer Gleichung des 6" Grades betrachten, deren Coefficienten rational
und symmetrisch aus den Gréssen (3) und ¢, to, ... ts zusammengesetzt sind und sich
daher wieder rational durch die Grossen () und (6) ausdriicken lassen, wahrend

(@) (e)
Zégz_)%ﬂ und \/R%—)Qsﬂ('zg—)%ﬂ)

als dhnliche rationale Functionen der Losungen der Gleichung (5) aufgefasst werden kon-
nen, da jede Vertauschung der ¢-Losungen eine gemeinsame Aenderung der beiden Gros-
sen hervorbringt, und somit die zweite der beiden Grossen sich mit Hiilfe der Grossen
(8) und (4) rational durch die erste ausdriicken lassen wird. In allen Féllen also (indem
wir die Gleichung niederen Grades als eine hoheren Grades mit verschwindenden Coeffi-
cienten betrachten) wird sich je eine Summe der rechten Seite in eine Summe von p — s
gleichartigen hyperelliptischen Integralen verwandeln lassen, deren Granzen Losungen
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einer Gleichung (p — s)'*" Grades sind, deren Coefficienten rational aus den Grossen ()
und (9) zusammengesetzt sind, und deren Irrationalitdten mit Hiilfe eben dieser Grossen
durch die resp. Gréanzen rational ausdriickbar sind. Es folgt somit, dass, wenn man die
Gleichung (3) dadurch befriedigen kann, dass die Grossen

(9+1) (k) (1) (r)
ZQp_2h+1,...Zzp_2h+17...23 7...23 B u, 7}17 “'UV

algebraische Functionen der Grissen (8) sind, man die Gleichung

(1)
Zop+1
) o [ (s @) s
(a)
F2pt1 a a
+ / F2(p2rl (27 \/ Rép)Jrl (Z)) dz

p—h (g+1)

_ 2L (g+1) (g+1)

=- Z/ sz—2h+1 2, R2p—2h+1(2) dz —
a=1

)
p=h Zé];) 2h+1
- (k) (k)
- Z/ Fyonia <Z7 R2p—2h+1(z) dz
a=1

(@)
(1)

C e,
- Z/ Fg(r) <z, Rgr)(z)> dz
a=1
+U+B110gV1 —}—Bglog‘é =+ +Bglong,

in welcher die von der Addition der hyperelliptischen Integrale herriihrenden algebraisch-
logarithmischen Theile mit den u' und v' vereinigt sind, und deren linke Seite das §-
fache der linken Seite von (3), deren rechte Seite dieselben hyperelliptischen Integrale
nur fir andere obere Grinzen enthdlt, dadurch muss befriedigen konnen, dass die zu je
einer Summe gehorigen z-Werthe Losungen von Gleichungen des durch die obere Grinze
des Summationszeichens gegebenen Grades sind, deren Coefficienten rational aus den
Gréssen () und (0) zusammengesetzt sind, und dass die zugehdrigen Irrationalititen sich
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mat Hiilfe eben dieser Grossen durch die resp. z- Werthe rational ausdriicken, wdihrend
U Vi, Vo, ...V,

rationale Functionen eben dieser Grissen sind.
Wir kénnen die Reduction des Problems jedoch noch weiter fithren. Zuerst ist ndm-
lich ersichtlich, dass man von den unabhéngigen Variablen

O @ L(9)
Zopt10t - Fpt1r s Fop ok t1)t  Fop—2ht1

alle mit Ausnahme einer, z. B. zgzl))-‘,-l den resp. unteren Grénzen gleichsetzen kann, so dass
auf der linken Seite der Gleichung (9) nur ein solches Integral stehen bleibt, und dass
umgekehrt, wenn jedes der links stehenden Integrale sich in der verlangten Weise trans-
formirt, die Zusammensetzung aller dieser Beziehungen eine Gleichung von der Form (9)
liefern wird, wie aus dem A b el’schen Theorem hervorgeht, so dass wir die Untersuchung
nur auf den Fall zu beschrinken haben, dass

Zéyﬂ

(10) 5 / F;;L( R, (2) )dz

(g+1)

_ C2p 2h+1 g+1 g+1) d
== Z 2p 2h+1 2p 2h+1 Z =
— k
p h Cép)—2h+1 (k)
- Z 2p 2h+1 |\ %0 R2p 2h+1
(3

=1

+ U’ + Bilog V] + BylogVy + --- + By logV,

ist, worin die zu je einer Summe gehorigen ¢-Werthe Losungen von Gleichungen des durch
die obere Grinze des Summationszeichens gegebenen Grades sind, deren Coefficienten

rational aus den Grossen
1 /(1 1
zép) , und Rép) 1(z§p) 1)

zusammengesetzt sind, und die Irrationalitdten sich mit Hiilfe eben dieser Grossen ratio-
nal durch die zugehorige ¢-Grosse ausdriicken lassen, wahrend

UV V3, ..V
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rationale Functionen eben dieser Gréssen sind.

Zur weiteren Behandlung des Transformationsproblems ist es néthig, die Eigenschaf-
ten solcher Werthereihen néher kennen zu lernen, welche wir der Kiirze halber, wenn Ry (y)
ein Polynom (20 4 1)*" Grades in y bedeutet, mit

Y, Y2 - Yo
VRi(y1), vV Ri(y2), \/R1 (Yo),

bezeichnen, und von denen wir voraussetzen, dass die erste dieser Reihen die Lésungen
einer Gleichung des o'*® Grades vorstellt, deren Coefficienten rationale Functionen von

[ (1 1
25119)4-1 und Rép)—i-l (Zép)—‘rl)

sind, die wir hier der Kiirze halber mit

Z1 und \/R(Zl)

bezeichnen wollen, wihrend die Glieder der zweiten Reihe sich mit Hiilfe eben dieser
Grossen durch die resp. y rational ausdriicken lassen. Sei jene algebraische Gleichung

(11) y7 + fi(z1, VR(z21) )y + o+ fomi (21, VR(21) )y + fo (21, R(21) ) = 0,

in welcher
fi(z1,VR(z1))s fo(21,VR(21))s - fo(21,VR(21))

rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Gréssen bedeuten, so folgt durch Differen-
tiation nach 2, indem man y successive yi, 9, ...y, gleichsetzt,

dy1 = F(y1, 21,/ R(21) ) dz,

dy2 = F (y2, 21, \/R(21) ) dz1,

(12)

worin F eine rationale Function der in ihr enthaltenen Groéssen bedeutet, und in Folge
dessen, wenn

ap + a1y +agy? + - +a,_1y° = f(y)

gesetzt wird,

le.

(13) f(yl)dyl f(y2)dy2 ya dya Z ya you 21,/ 1 (Zl))

Vv Ri(y1) \/ R1(y2) \/ Ri(y.) Ri(ya)
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Da nun der Voraussetzung nach \/Ri(y,) sich mit Hiilfe der Grossen z; und +/R(z1) ratio-
nal durch y, ausdriicken lésst, so wird die rechte Seite der Gleichung (13) eine rationale
symmetrische Function von

Y, Y2,--- Yo

sein und sich somit mit Hiilfe von Gleichung (11) rational durch z; und y/R(z1) ausdriicken
lassen, so dass sich

fddy | flyp)dys | fyo)dys _ o —
(14) \/Rl(yl) * \/Rl(yQ) + T Rl(yg) 80( 1, \/W)d 1

ergiebt, worin
go(zl, R(zl))

eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grossen bedeutet. Die Integration der
linken Seite wird nur Integrale erster Gattung liefern, also nie einen unendlich grossen
Werth annehmen kénnen, dasselbe muss also mit der rechten Seite der Fall sein und daher
nach der frither aufgestellten allgemeinen Form des Integrales erster Gattung, da R(z)
vom (2p +1)*" Grade sein sollte, wenn

Ao+ Arzy 4+ Aoz 4+ Ay 1 2P = F(z)

gesetzt wird,

fly)dyr | fy2) dye fWo) dys _ F(21)dz
(15) _
VRi(y1)  Ri(y2) VERi(ys)  v/Ri(z1)
sein, oder durch Specialisirung der Constanten ag, a1, ...as_1,
dy1 n dys T dyo _ Fo(z1) dz
VEi(y1)  VERi(y2) VRi(ys)  VR(z1)
y1dy Yody2 Yody,  Fi(z1)dz

(16) VRi(y1) " VRi(y2) A VvV R1(yo) - VR(z1)

y tdyr | yg T tdys Yoy,  Fy_1(z1)dzn

VR VR VRw)  JEG)

und es ist somit das allgemeine Transformationsproblem auf die Untersuchung solcher
Gleichungen (11) zurickgefiihrt, vermage welcher ein Gleichungssystem von der Form
(16) erfillt wird.

Bevor wir zur Untersuchung des allgemeinen Transformationsproblems zurtickkeh-
ren, mag die Reduction des Problems noch so weit gefiihrt werden, wie es wieder in der
rationalen Transformationstheorie aufzunehmen ist. Nehmen wir nédmlich an, dass im
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Allgemeinen o nicht kleiner als p ist, d. h. dass man es nicht mit einem hyperelliptischen
Integrale zu thun hat, das auf Integrale niederer Gattung reducirbar ist, so wird man,
wie leicht zu sehen, die Coefficienten ag,as,...a,—1 so bestimmen koénnen, dass F(z1)
successive die Werthe

2 p—1
1,z1,27,... 2y

annimmt, und wenn man die zugehorigen f-Functionen mit

fo(y), fi(w)s - fo-1(y)

bezeichnet, so folgt

da _ folydy | foly2)dya . Folys) dys

R(z1) VR1(y1) \/Rl( Ri(ys)

adn fl(yl)dyl L N 2)dy2 4oy Nlve) dye

(17) R(z1) VERi(y1)  VRi(y2) Ri(ys)
AV o) dyr foer(y2) dye . Jr-1(Yo) dys

Vv R(21) a VvV Ri(y1) VvV R1(y2) VRi(ys)

Fihrt man nun p — 1 neue Variable ein

22y 3y -+« Zpy

denen nach Gleichung (11) die Werthereihen

yi’ yéa e y;a

ylv yé/7 ya’
—1 -1 —1

ygp )’ yép )7 y(p )

entsprechen mogen, wihrend die zugehorigen Irrationalitdten aus den fritheren Aus-
driicken nur durch Vertauschung der y hergeleitet werden, so werden wir p — 1 dem
Systeme (17) analoge Gleichungssysteme aufstellen kénnen, in denen die f-Functionen
dieselben sind. Addirt man der Reihe nach alle ersten, zweiten, ...p*" Gleichungen, so
werden sich nach dem Abel’schen Theorem fiir die rechten Seiten dieser Gleichungen
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die folgenden Formen ergeben

Frly) dy 4 Irly2) dys r(y2) dy b +1r(We) dys r(Ys) dyo
R1(y1) R1(y2) Ri1(yo)
N fr(y1) dyy N fr(v5) dys v +fr(y<’7) dy,

., fr(ygv U)d 1%19—1) fr(yép—l)) dylép 1) | +f7"(yo'p_1)) dyf’p 1)
Ry (y") Ry (y") Ry (y ™)
_ fT(YI)dyl fr(yé) dY2+ +f7‘(YO') dYO’
Ri(11) Ry(Y2) R(Y,)'

in denen
Yia Y23 .. -Yo

die Losungen einer Gleichung o*" Grades sind, deren Coefficienten rational und symme-
trisch aus allen Grossen y und den dazu gehorigen Irrationalitdten zusammengesetzt sind
und sich daher nach dem Friiheren rational und symmetrisch durch

=

21, 22, - . Zp, (21), VR(22), ...1/R(zp)

ausdriicken lassen, wiahrend die zugehorigen Irrationalitdten mit Hiilfe eben dieser Gros-
sen rational durch die Y ausdriickbar sind.

Fassen wir diese Resultate zusammen, so fiihrt das allgemeine Transformationspro-
blem auf die Differentialgleichungen:

dz dzo dz,
VEE) | VEm) | VERG)
_ fo(N)dn n Jo(Y2) dYs L +f0(YU)dYU
VR1(Y1) VEi(Y2) R(Y,)
z1 dzy n 2o dzg P zp dzp
(18) _ hn)dy, N f1(Ys2) dYs R M,

27z 2 dzy L 2 dz,
R(z1) R(22) R(zp)
_ fra() ¥y n fp—1(Y2) dYs L Jp-1(Ys) dYs
Ri(Y1) R1(Y5) R(Y,) ’
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i welchen
Vi, Ya,...Y,

die Losungen einer Gleichung o'® Grades sein sollen, deren Coefficienten rational und

symmetrisch aus
21,22, Zpy V R(21), V R(22), .. . \/ R(%p)

zusammengesetzt sind, wdhrend die zugehorigen Irrationalitdten mit Hiilfe eben dieser
Griossen rational mit den resp. Y zusammenhdngen.

Endlich mag noch der folgenden Vereinfachung des durch die Gleichungen (16) darge-
stellten Transformationsproblems Erwahnung geschehen, welche die entsprechende Ver-
einfachung des durch die Gleichungen (18) ausgedriickten nach sich zieht, und welche
sowohl fiir die allgemeine Transformationstheorie als auch fiir die Behandlung der Frage
der Integralrechnung, welche hyperelliptischen Integrale irgend einer Ordnung auf solche
niederer Ordnung reducirbar sind, von Wichtigkeit ist.

Greifen wir eine der Gleichungen des Systemes (16) heraus

(19) y’f dyl 3/'12C dyZ o y§ dya _ Fk(zl) dz
VRi(y1)  VRi(y) R1(yo) R(z1)
fir welche die Grossen
Y1,Y2,-- - Yo
Losungen der Gleichung
(20) y7 + f1(z1, VR(z1))y" + -+ fo (21, VR(21)) = 0

sind, wahrend die zu ihnen gehorigen Irrationalitdten durch die in den angegebenen
Grossen rationalen Functionalausdriicke von der Form

(21) \% Rl(yr) = @(yra 21, Rl(zl))

bestimmt sind, so werden, wenn wir

—\/ Rl (2’1) statt Rl (Zl)
setzen, die Losungen der Gleichung (20) y1,9s, ...y, in die Losungen der Gleichung
(22) n” + fi(z1, =V Ri(z0))n7 4+ f7 (21, =/ Ri(z1)) = 0

iibergehen, welche wir mit
m,n2, ... MNo
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bezeichnen wollen, wiahrend die zugehorigen Irrationalitdten durch die Gleichung
(23) VRm) = e(nr, 21, —V/Ri(21))
bestimmt sein werden, und wenn wir die so entstehende Differentialgleichung

k k k
E
(24) ny dim M3 dne Nedne _  Fi(z1)d=

VR VR VR JRG)

durch Subtraction mit der Gleichung (19) verbinden, so folgt die Beziehung

kg ko E dys
yl Y1 + y2 Y2 4t Yo ay
(25) VRi(y1)  /Ri(y2) R1(yo) _ 2Fk(21) dzy
Confdm nkdp  nidn, VRi(z1)
VEi(m)  /Ri(p) Ri(no)

die nunmehr genauer untersucht werden soll.
Ist o eine grade Zahl, so setze man

30

m:7,

bezeichne mit p(y) eine ganze Function m™ Grades von y, mit ¢(y) eine ganze Function
m — o — 1*" Grades derselben Variabeln, und bestimme in der Gleichung

p(y) —a(y) v/ Ra(y),

oder in
(26) amym + afm—lym_1 +---+ay+ag— bm—o—lym_g_1 Rl(y)
~bm—o—2y™ " 2/ Ri(y) — -+ — bo/Ri(y) = 0
die
2m—o+1=20+1
Constanten

Amy Am—1, - .- A1, a0, bmfgfl, bm,U,Q, e bl, bo

so, dass dieselbe durch die 20 Werthe

(Oé) Y1592, - - - Yo, N5, M25 - - - TNo

und die dazugehorigen Irrationalitdten

(B) VRi(1), VR1(y2), - VRi1(Ys), =/ Ri(m), =/ Ri(m2), - .. — v/ Ri(1o)




Das allgemeine Transformationsproblem etc. 121

befriedigt wird; dann weiss man nach dem Abel’schen Theorem, dass die Gleichung
(27) p(y)* — a(y)*Rily) =0,

welche vom 2m = 30" Grade ist, ausser den Losungen (o) noch o andere Wurzeln
(7) Yi,Ya,...Y,

besitzt, welche mit den Grossen («) und () durch die transcendente Beziehung verbunden
sind

(25) vidy, . vidys L Ypdy
VRi(y)  /Ri(y2) vV R1(Yo)

_onidm nSdne nhdn,
VRi(m)  /Ri(n2) vV Ri(ns)

_Yrdy YF dYs Yk dy,

- VRI(W) i VR1(Y2) Tt VRiI(Ys)

wenn die zu den Grossen () gehorigen Irrationalitdten durch die Gleichungen bestimmt
sind

(29) VR =P ey = pOe)

Gehen wir nunmehr auf die Form der Coefficienten der Gleichung (26) néher ein;
das dieselben bestimmende Gleichungssystem

am Y+ am1 Yy A+ e+ a0 — bm—g1y]" 7T/ Ri(yr) — - — boy/Ra(y1) = 0,
amy3" + am—1y5" " 4+ a0 = bn—o195 7/ Ra(y2) — -+ = boy/Ra(y2) =0,
amy;n + am—ly;nil +---+ap— bm—cr—lygliail Ry (yo) — - =bo \V Rl(yo) =0,
A" + a1 4 4 a0+ b7/ Ri(m) = -+ = boy/Ra(m) = 0,

amN™ + Q1N+ ap 4 b1 T Ri(06) + - + bo/R1(ne) = 0,

kann, wenn wir beriicksichtigen, dass

V Ry (yr) und V Ry (777“)7
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nach den Gleichungen (21) und (23) als rationale Functionen von y, resp. n, und z,

v/ R(z1) darstellbar sind, in die Form gebracht werden:

am{FO(ZL\/%)yf-i-Fl(zl, R(zl))yi{_1+...}+...
_bm—U—l{¢0 (Zl, M)yf + &, (21, R(zl))yi‘fl + .- } — . =0,

am{Fo(21, =/ R(z1))nZ + Fi (21, —V/R(z0))nZ 4+ b+
—l—bm_g_l{@() (Zl, —\/R(Z1))T]é + &4 (Zl, — R(Zﬁ)ng‘il + - } +---=0,
worin die Functionen
Fo, Fy, ..., &0, &, ...

ganze rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grossen bedeuten.
Addirt man jetzt die ersten o Gleichungen des Systems (30), nachdem dieselben mit

1, 1, 1

Y1, Y2, Yo

Y, Y3, - vl
yl 17 yg 17 yg !

multiplicirt sind, verfdhrt ebenso mit den zweiten o Gleichungen dieses Systems, und
setzt:

ity tetyo =5, mtmte 40 =5,
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so folgt:
am{Fo(Zl,\/ )3%+F1(2'17 R(zl))sx_1_|_...}_|_...
—bm—o—1{Po (=1 \/ 21))sx + D1 (21, VR(z1))sno1 + -} — - =0,
am{FO(ZL\/ )S%+1—|-F1(217 R(zl))5%+...}_|_...
_bm—o'fl{@[)(zl,\/ )S)\+1—|—@1(21, R(Zl))SA+"‘} .. :07
(31) am{FO(Zla \/ )5%+0' 1+F1(21, R(Zl))8%+o.,2+~--}+-u

—bm—o—1{Do(z1, \/7)S>\+g 1+ P1(21, VR(21))Sato—2+ -+ }— - =0,
am{Fo(zl, —1/ R( 1))5%4— Fl(zh — R(zl))S%_l + .. } 4+ ...
+bm—o—1{Po (21, =/ R(21))Sx + D1 (21, —/R(21)) Sa1 + -+ } + - =0,

am{FO(Zlv_ R(Zl))S%—i—a—l +F1(2'1,— R(zl))sn—i—a—Q +} + -
+bm-o—1{Po (21, =V R(21)) Sro-1 + P1 (21, =/ R(21)) Sxpo—2 + -+ } + -+ = 0.

Da aber die Potenzsummen s und S der Losungen der Gleichungen (20) und (22) sich
rational durch deren Coefficienten ausdriicken lassen, und die beiden Gleichungen sich
in den Coeflicienten der zu berechnenden a- und b-Gréssen nur durch das verschiedene
Zeichen von /R(z1) unterscheiden, so werden wir das System (31) auch in die Form
bringen koénnen:

am (Alm + Bim R(21)> + = b1 (le + Qim R(21)> —---=0,
am <A2m + Bom R(21)> + = b1 (P2m + Q2m R(21)> - =0,
am (Ao + Bom VRE1)) + = bt (Po + Qo B(1) ) =+ =0,

(32)

am (Alm — Bim R(21)> + -+ bm—o-1 (le — QimV R(Zl)) +--=0,
tm (Agm — Bom R(21)> bt byt (PQm - ng\/R(zl)> =0,

o (Agm—Bam\/R(zl)) R 1( — Qom/R(z ))+-.-:o.

Wenn man nun die entsprechenden Gleichungen, welche sich nur durch das Zeichen
von y/R(z1) unterscheiden, durch Addition und Subtraction mit einander verbindet, so



Siebente Vorlesung. 124

erhilt man z. B. aus der 1**" und o + 1*** Gleichung des Systems (32) die Gleichungen

Qg Ay 4o — 2bp—-1Qim\/R(z1) — - = 0,
20 BimV/R(21) + - = 2by g 1Py — e =0,

oder, wenn die zweite dieser Gleichungen durch /R(z1) dividirt und

le /
=P
R(Zl) Im
gesetzt wird,
2amA1m + e — Qbm_a_lle\/m — e = 0’
2mBim + -+ — 2bm—g_1P}, \/R(z1) — - =0,

und es folgt somit aus (32) zur Bestimmung der a- und b-Constanten das nachstehende
Gleichungssystem:

26L1n!411n + = 2bm*U*1lem —..=0

Yt A+ — Do g1 Qo /R(z1) — -+ = 0
(33) 2amAgm + = 2bmfo-,1Qa.m\/m —..=0

20mBim + -+ — Qbm_g_lPllm R(zl) — . —

20, Bop + -+ _2bm—0—1P2/m R(Zl) S

2mBom + -+ — 2bym—o_1P. \/R(z1) — - = 0.

Beachtet man nun, dass nur fiir die 5-Grossen die Determinante des Zahlers der
Auflosung den Factor \/R(z1) einmal weniger hat als die Determinante des Nenners, so
ergiebt sich, wenn — was gestattet ist — eine der a-Grossen z. B. a,, = 1 gesetzt wird,

dass die a-Grossen sammitlich rationale Functionen von z1 sind, wihrend die b-
Grossen durch das Product von in z1 rationalen Functionen in die Irrationalitat
V R(z1) dargestellt werden, oder dass die Coefficienten der Function p(y) rational
in z1, die von q(y) ebenso, jedoch mit dem Factor \/R(z1) behaftet, ausgedriickt
sind.

Da nun aber die Gleichung (27) die Form hat

(34) W) —aW)’Riy) =W —y)W—v2) - W—vo)y—nm)y—n2) (Y — o)

X(y—Y1)(y—Ya) - (y — Y5),
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ferner
(Y—y)(y—v2) (Y= yo)ly—m)y —m2) - (y — o)

als Product der linken Seiten der Gleichungen (20) und (22), wie unmittelbar daraus zu
erkennen, dass

fo(z1, VR(21)) + fi(21, =V R(21)) fo-1(21, VR(21)) +
+fo-1(21, =V R(21)) fi(21, VR(21)) + fo(21, =V R(21))

eine rationale Function von z; ist, in der Form darstellbar ist

Y27 4 P (20)y* T e abae1(21)y + Yo (21) = 0,

worin
P1(21), - - Y20—1(21), Y20 (21)

rationale Functionen von z; sind, so werden nach (34)
die Coefficienten des Polynoms

(y =Yy —Ya) - (y=Yo) =97 +x1(21)y" '+ + xo(21)
rationale Functionen von z; sein, wihrend die zu den Grossen Yy, Ys...Y, geho-
rigen Irrationalititen nach den Gleichungen (29), wie aus der oben gefundenen
FEigenschaft der Coefficienten der Polynome p(y) und q(y) hervorgeht, rationale

Functionen der zugehérigen Griossen' Y und der Grésse zy multiplicirt mit der
Irrationalitit \/R(z1) nein werden.

Es bedarf kaum einer weiteren Erlauterung, dass sich dasselbe Resultat auch fiir den
Fall des ungraden o ergiebt; denn setzt man

30 =2m — 1,

und bildet, wenn « eine Losung der Gleichung R;(y) = 0 bezeichnet, den Ausdruck

(9) (y — )P(y) — Qy)VR(y),
in welchem P(y) ein Polynom
1= 30 — 1ten
2
Grades, Q(y) vom
ten
m—o—1= !
2
Grade ist, so wird man wieder die
30_1+J_1+1:20

2 2
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Constantenquotienten so bestimmen koénnen, dass der Ausdruck (4) fiir die Werthecom-
binationen

Ri(y1), -+ Yo, VR1(Yo),m1, =V R1(m), . . . Mo, =/ R1 (1),

verschwindet, und es werden nunmehr alle weiteren Schliisse dieselben bleiben, so dass
sich wieder vermége der Beziehung

(y — @)*P(y)* — Q(y)*Ru(y)
=y—a)y—y) WY )y —m) (Y —no)y—Y1)--- (y = Y5)

die Grossen
Vi, Ya,...Y,

als Losungen einer Gleichung ergeben, deren Coefficienten rational aus z; zusammenge-
setzt sind.
Hieraus folgt, dass
das oben aufgestellte System hyperelliptischer Differentialgleichungen (16) sich
in allen Fallen durch das folgende:

dY1 + dYQ + + dYg . 2F0(Zl) le
ViRi(Y1)  Ri(Y2) R (Ys) R(z1)
Y1 d}/l Y2 dY2 Yg dYU . 2F1 (2’1) dzl

ot
(35) VRi(Y7) «/Rl Ys) Ry (Y,) R(z1)
Y7 tay, Yff ldYg Yo-ldy, 2Fg_1(zl)dzl

JR0 VR T R R(z1)

ersetzen ldsst, in welchem

Yi,Y5,... Y,
die Losungen einer algebraischen Gleichung

(36) v+ x1(20)y7 T e+ Xe(21) = 0
darstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von z1, sind, und,

VERI(M), VR1(Yz), .../ Ri(Y,

sich als rationale Functionen der zugehomgen Y Grossen und z ausdricken

lassen, multiplicirt mit \/R(z1).
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Um nun aus der eben gegebenen Vereinfachung des oben ausgesprochenen Satzes von
der Reduction der hyperelliptischen Integrale die entsprechende Vereinfachung fiir den
vorher angefiihrten Satz, die allgemeine Transformation der hyperelliptischen Integrale
betreffend, herzuleiten, gehen wir, wie oben, indem wir nur ¢ = p setzen und somit von
dem Transformationsproblem eines hyperelliptischen Systems in ein solches derselben
Ordnung reden, von dem Gleichungssysteme aus

da  _ folyddy | Jolwe)dy: L folup) dyp
R(z1) VRi(y1)  VRi(yp) Vv Ri(yp)
21 dz fily)dyr  fi(y2) dyo J1(yp) dyp

vV R(21) VRi(y1)  V/Ri(y2) R (yp)

A fal)dy | fa()dye | f(wp) dyp

VEE) | VR | VR SR

in welchem wir nach dem eben hergeleiteten Satze annehmen diirfen, dass

Y1,Y25---Yp

Losungen einer Gleichung p**® Grades bedeuten, deren Coefficienten rationale Functionen
von z; sind, wihrend die zu den y-Grossen gehdrigen Irrationalitdten durch das Product
einer in dem resp. y und z rationalen Function in /R(z) dargestellt werden. Fiihren
wir weiter wie oben p — 1 neue Variable ein

22,235+ Zp,
denen die Werthereihen
(1) (1) (1)
Y1 Yo ' o Yp
yi? u Ly
y(p—l) yép—l) y(p—l)

entsprechen sollen, welche wieder Losungen dhnlicher Gleichungen sind, und fiir wel-
che die Irrationalititen ebenfalls die oben hervorgehobene Eigenschaft haben, so werden
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nunmehr die durch die Gleichung

fr(y1) dyn n fr(y2) dys T fr(yp) dyp
VEREi(y)  VERi(y2) R (yp)
n Fr(y) dyt n Fr(t) dys? P Frlyy”) dyy”
VRY) VRis) v Ry
£.( (p—l))dy?—l) fr(yép 1))dy§p 1) fr(y;(,p_l))dy(p 1)
Ri(y; ( Ri(yy ™)
fr(Y)dyy | fi(Y2) dYo vy () dYy

vRi(Y1)  VERu(Y?) Ri(Yp)

nach dem A bel’schen Theorem definirten Grossen
Y1,Y5,...Y,

als Losungen einer Gleichung p*® Grades sich ergeben, fiir welche die Eigenschaften ihrer
Coeflicienten naher zu untersuchen sind.
Nach dem Additionstheorem sind die Coefficienten der Function

p(y) —a(y) v/ Ra(y),

in welcher

2 ten 2
p o 1ten

p(y) vom 2 g(y) vom =L

2 )
Grade sind, derart zu bestimmen, dass dieselbe fiir jene p Systeme von y-Werthen und
die dazugehorigen Irrationalitdten verschwindet, und es werden somit, wenn man

i
2

setzt, die Gleichungen zu befriedigen sein

-1 —p—1
agyy +ag—1y{  ++ a0 —bppayi T/ Ri(yr) — -

—boy/R1(y1) =0
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aplp + ag_ly{,’_l +--4 ap— bg_p_lyﬁ_p_l Ri(yp) —---
—bov/R1(yp) =0

(1)¢ (1)e-!

1)e—r-1 1
apyy " + a1y +"‘+a0_bg—p—1y§ ) 1(?!5 )) -

—bo Rl(ygl)) =0

-

—1 Q 1
agyzgl)g + a@—lyz(al)g +- -+ ag — by—p— 13/:0 . Rl(yz(ﬂl ) —
R1(y1(91) =0

-1 -1 o—1 1)e—p— 1 1
oYy tapyP T 4t ag — by poryP Y Ri(yy"™") -

1)e—p—1 1)
—I—'--+a0—bgp1ypp ) \/Rip

1
Ry V) =

welche, da die Irrationalitdten als ein Product von rationalen Functionen der zugehorigen
y- und 2-Grossen in die Irrationalitdt (/R(z) darstellbar sind, auch in die Form gebracht
werden kénnen:

ag [fo(m)yi“ + filz0)yr ™+ } 4ot by [Fo(z)h + Fu()y 4 VR 4 =0

ag [fo(Z1)y§ + filz)ys } 4ot by [Fo(z)th + Fu(a)yb 4 VR 4 =0

Y _{yk—1
ag[fo(zp)y§p 1) +f1(zp)y§p 1 _‘_...}4_...
) 1)1
+o—p-1 [FO(Zp)yyj e Fl(zp)yyj D ] R(z)+---=0

[fo(zp) (p—1)k +f1(Zp)y§p_1)k71+"'] 4.

Rty _
+bo—p—1 [Fo(zp)yép 2 + F1(zp)y§p ! + .- ] R(zp)+---=0

worin
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rationale Functionen von z bedeuten.
Fasst man wiederum &hnlich wie frither je p Gleichungen zusammen, die zu demsel-
ben y-System gehoren, indem man dieselben, nachdem sie mit

1 1 .. 1

SO e e

y( ) yé Yo y;,() )
a)P—1 a)P—1 a)p—1

SO

multiplicirt sind, zu einander addirt, so ergiebt sich, wenn
yga)a + yéa)a N yl()oz)‘7 _ S((Ta)
gesetzt wird, das Gleichungssystem
ap[fo(z1)sk + fi(z1)sp—1 4] 4+
+bg_p_1 [Fo(zl)sl + Fl(zl)sl_l + - ] R(Zl) +-= O,

e [f0(21)5k+1 + fi(z1)sk + -+ ] 4.

+bg*p71 [FO(Zl)Sl-‘rl + Fl(Zl)Sl + - ] R(zl) + .= 07
ao[fo(z)s? Y + fi(z)s? D o]+
+bo—p-1 [FO(Zp)Sl(p_l) + Fl(zp)sl(fizl) +--]/R(zp) + - =0,
Qo [fO(Zp)Sjgi_ll) + f1(zp)sl(€p_1) + .. ] W
+bo—p-1 [FO(Zp)Sl(izl) + Fl(zp)sl(l’*l) +-]/R(zp) + - =0,

oder auch, da die Potenzsummen s rational durch die die resp. 2-Grosse rational ent-
haltenden Coefficienten der einzelnen Gleichungen ausdriickbar sind, das nachfolgende
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System von Bestimmungsgleichungen fiir die Grossen ag, a1, ... a,, bo, bi,...bp—p_1:

appo1(z1) + -+ appo1(21) + bo—p_101(21)\/R(21) + - - -
+botpo—p-11(21)\/ R(21) = 0,
appo2(21) + -+ aope2(21) + bo—p-1¥02(21)\/ R(z1) + - -
+boo—p-12(21)y/R(21) = 0,

agpop(21) + -+ aopep(21) + by—p_1v0p(21)/ R(21) + -+
+bovo—p—1p(21)y/R(21) = 0,
%9001(210) +oo ‘IOSDgl(Zp) + bgfpflﬁbOl(Zp) R(Zp) +e
+botpo—p-11(2p) V R(z,) =0,
%9002(217) +eoe aO%%?(zp) + b@—p—1¢02(zp) R(Zp) +e

Fbothp—p-12(2p)/ R(zp) = 0,

agpop(2p) + -+ aoop(2p) + bo—p-1%0p(2p) v/ R(zp) + -

+b0¢gfp71p(zp) V R(ZP) =0.

Das Charakteristische dieser Gleichungen ist dies, dass die Coefficienten der Grossen
a sammtlich rationale Functionen der einzelnen Variablen z1, 29, ... z, sind, wihrend die
Coefficienten der b-Grossen aus den Producten eben solcher Grossen in die zugehdrige
Irrationalitdt /R(z) bestehen; man schliesst hieraus z. B. unmittelbar, dass fiir hyperel-
liptische Integrale erster Ordnung die Coefficienten der Gleichung, deren Losungen die
Grossen Y7, Ya,...Y, sind, die Form haben

m+ny/R(21) -/ R(z2),

worin m und n rationale symmetrische Functionen von z; und 2 sind.

Gehen wir nun wieder zu dem urspriinglichen allgemeinen Transformationsproblem
zuriick, um zu sehen, ob die Gleichung (10) erfiillt werden kann, und welche Form sie
haben muss, so hat man nur in dieser Gleichung aus den der Gleichung (11) analogen
Gleichungen fiir die Grossen ¢ die fiir eben diese Grossen hervorgehenden Werthe zu



Siebente Vorlesung. 132

substituiren. Seien z. B.

(1) (p—h)
C g+1) C g+1 <(g+1
p—2h+1>  S2p—2h+17* S2p—2h+1

die Losungen der Gleichung

_ 1 1 1 —h— 1 1 1
(37) Cp h + @1 <Z§p)+17 Rép)Jrl(Zép)Jrl)) <p ot +o T Opn <Z§p)+1’ Rgp&rl(zépll)) =0,

in der die p-Functionen rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Gréssen bedeuten,
so wird durch Differentiation

1) (1)

(g+1) (g+1) 1) 1) 1)
dsz; 2h+1 — F(ng; 2h+17 2p+17 R2p+1(z2p+1)>dz2p+17
(2) (2)

(g+1) (g+1) ¢! (1) 1)
dCQf, 2h+1 — (2?; 2h+17 2p+17 Rgp)+1( 2p+1)>d’z§p+17
o h)l 1) ey (1) (1) (1)

+1) +
dCQZ 2h+1 — (Cgfy 2h+1> 2p+1’ R2p+1( 2p+1)>d 2p+17

wenn F eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grossen bezeichnet, und wenn
diese Gleichungen der Reihe nach mit

(g+1) (g+1 (g+1) +1)
F2§—2h+1<<2§ 2h+1’\/R2?3 2h+1(C2;i 2h+1)>""

(9+1) p( h)l (g+1) 7 h)l)

+ +1) + +

F2§_2h+1 sz) 2h+1 RQ?) 2h+1(C2;i 2ht1)

multiplicirt und dann addirt werden, ausserdem aber beachtet wird, dass die Irrationalité-

ten dieser Multiplicatoren der Voraussetzung geméss durch die entsprechenden (-Gréssen
mit Hiilfe von

1 1 1
(m) Zép)—f—l und Rép)—i-l(zép)—&-l)

rational ausdriickbar sind, und somit das Resultat der Addition der rechten Seiten als
rationale symmetrische Function der ¢-Grossen sich rational durch die Grossen (m) wird
ausdriicken lassen, so ergiebt sich, dass

(@) (@) (a)
(g+1 +1) +1) (g+1 +1)
ZFQ;J 2h+1< Z 2h+1’\/ 2?; 2h+1(C2;go 2h+1)>dg2;’; 2h+1

eine rationale Function der Grossen (m) multiplicirt mit dZ%)H sein wird, und dasselbe

gilt von all’ den einzelnen Summen der rechten Seite der Gleichung (10). Bringt man
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nunmehr alle Integrale der Gleichung (10) auf die linke Seite und giebt ihnen allen dieselbe
untere Gréanze Cé;)Jrl was nur eine Aenderung der Constanten der rechten Seite bedingt,

. . . . . . . 1 1
so wird die linke Seite aus einem zwischen den Granzen Cép)ﬂ und zép)Jrl genommenen

hyperelliptischen Integrale mit der Irrationalitat

R%;)Jrl(z(l))
bestehen, und es wird sich fragen, wann ein solches hyperelliptisches Integral mit der

beliebig gegebenen Irrationalitét \/R%)H (z(1)) einer algebraisch-logarithmischen Function
gleich sein kann, welche selbst oder fiir welche das Argument der Logarithmen rational
aus

Z%)H und R%))—H( ép)—‘rl)
zusammengesetzt ist.

Ein solches hyperelliptisches Integral zerlegt sich nach den in der vierten Vorlesung
gemachten Auseinandersetzungen, von p Integralen erster Gattung, p Integralen zweiter
Gattung und algebraisch-logarithmischen Theilen der oben bezeichneten Art abgesehen,
in eine Summe von Integralen der Form

2 /R a1 ) dz 2 /R(ag) dz 2 /R(ay) dz
() &1 a (z—a1)\/R +C a (z—a2) R(z)+ +Cn/1 (z —ap) R(z)’

wenn der Kiirze halber

G, 21, VR(2)

statt
1 1
C2p2i-17 zgp)—i-l’ Rép)—i-l (z)
geschrieben wird, und ay, as, ...a, Constanten bedeuten, fiir welche die unter dem Inte-
grale befindliche rationale Function, welche nach Absonderung einer rationalen Function
mit 1
R(z)
multiplicirt ist, unendlich wird, soweit diese Werthe nicht Verzweigungspunkte von /R(z)
sind; und diese Summe (0) soll mit einem aus p Integralen zweiter Gattung, p Integralen
erster Gattung und einem algebraisch-logarithmischen Theile zusammengesetzten Aus-
druck identisch sein.
Bezeichnet man mit

af und a;
den auf dem positiven oder negativen Blatte der zu /R(z) gehorigen Riemann’schen
Flache gelegenen Punkt aj, und setzt man

(p) / Z\{%Tk\/di / / 2dz e %zmzva?’a;),

ot
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so wird diese Function ein hyperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung sein, da der
Coefficient des logarithmischen Gliedes in den beiden Unstetigkeitspunkten

ax, ++v/ R(ax); ag, —/ R(a) oder a,j,a,;

die positive und negative Einheit ist, und ausserdem wird man, wie frither gezeigt worden,
die Constanten
€0,C1,C2,...Cp—1

so bestimmen koénnen, dass die Periodicitdtsmoduln jenes Hauptintegrales an allen Quer-
schnitten der einen oder der andern Art verschwinden; bezeichnet man ferner ein in
den Punkten z; und ¢; auf den bestimmten Blattern logarithmisch unendlich werdendes
Hauptintegral dritter Gattung mit an derselben Reihe der Querschnitte verschwindenden
Periodicitatsmoduln durch

H(z,z1,1),

so wird nach dem frither erwiesenen Satze von der Vertauschung der Granzen und Un-
stetigkeitspunkte

21 az
/ dH(z,a] ,a;) —/ dH (z,21,(1)
1 ak
sein, und es wiirde dann in Folge dieser Relation, indem die mit den Constanten ¢ multi-
plicirten Integrale erster Gattung hinzugenommen werden, die Gleichung zu untersuchen
sein
+ +

a a aj{
(38) C’l/ 1 dH(z,zl,C1)—|—C'2/ i dH(z,zl,Cl)—F-"—f—Cn/ dH(z,z1,(1)

1

ay
21 p2p—1g, 2152072 A1 ZPdz
A — + A — 4+ A
GV R(z) a vV R(z) g a R(z)

21 ,p—1 21 ,p—2 21
i Bo/ 2P~ dz n 31/ 2P~4dz - Bpl/ dz
R(2) 1 VER(2) a VR(z)

1

+ U+ DilogVy + Do log Vo +"'+Du10ng

in welcher die Grossen
UV, Vo, V),

rational aus
21 und \/R(Zl)

zusammengesetzt sind, und wobei angenommen wird, dass nicht zwischen einer geringeren
Anzahl von denselben Integralen der linken Seite dieser Gleichung eine &hnliche Beziehung
besteht, indem wir sonst diese unserer weiteren Betrachtung zu Grunde legen. Offenbar
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darf ferner ohne Beschrankung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dass zwischen
den Grossen
Dy, Dy, --- Dy,

keine homogene lineare ganzzahlige Gleichung der Form
A1Dy 4 AsDa+ -+ AyDy = 0
besteht, weil, wenn eine solche stattfande, der Ausdruck
DqlogVi + Dolog Vo +---+ D, logV,
in die Form
Dy V™ Dy v Dy, Vi

loe L 4+ 4] 1
N V,}1+Au % V,f2+ Y Ogvj“-l

iibergehen wiirde, und man daher nur von vornherein die Anzahl der Logarithmen auf
der rechten Seite der Gleichung (38) auf die kleinste reducirt anzunehmen brauchte. Sei
nun z. B.

Vo =po + 4oV R(21),
worin p, und ¢, rationale Functionen von z; bedeuten sollen, oder

_ fo+ g0/ R(21)

Vo h ,

wenn f,, go, ho ganze Functionen von z; sind, so verwandle man in Gleichung (38) die
Irrationalitét in die entgegengesetzte und ziehe die so erhaltene Gleichung von Gleichung
(38) ab; man erhélt offenbar fiir alle Integrale das doppelte, also die Form der Gleichung
(38) unverandert, wihrend die logarithmischen Glieder die Form annehmen

log fo+ 9o R(Zl)_

fo— 9o/ R(21)
Wird nun
(39) f2—g2R(z1) = M(z1 —71)™ (21 —72)™ -+ (21 — )™

gesetzt, so dass

log(fz — 9zR(21)) = log(f, + 9o/ R(21)) +10g(fo — 9o/ R(21))
=log M + mqlog(z1 — v1) + malog(z1 — v2) + -+ - + my log(z1 — V)
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ist, so sieht man, dass
IOg(fg + 9o R(zl))
fiir
Y1 7V25 - U

logarithmisch unendlich wird, wenn der zugehorige Werth der Irrationalitit aus der Glei-
chung
_ f Q('Ys)

9o(7s)

bestimmt wird, und keine dieser logarithmischen Unendlichkeiten kann sich, da f, und
go ohne gemeinsamen Theiler vorausgesetzt werden konnen, auf der rechten Seite der
Gleichung (38) gegen andere wegheben, weil sonst eine ganzzahlige homogene lineare
Gleichung zwischen den Coefficienten der logarithmischen Glieder statthaben miisste,
welcher Fall oben ausdriicklich ausgeschlossen war. Da aber die linke Seite der in der
obigen Weise transformirten Gleichung (38), wie man aus dem Umkehrungssatze von
Granzen und Unstetigkeitspunkten unmittelbar erkennt, fiir

(k) al,—i-\/m; ay, —+/R(a1); a2, ++/R(az); a2, —v/R(az);. ..
an, +v/ R(an); an, —/ R(ay)

und nur fiir diese Werthe unendlich und zwar logarithmisch unendlich wird, wéahrend die
Integrale zweiter Gattung auf der rechten Seite der Gleichung (38) nur fiir z = co auf
beiden Blattern unendlich werden, und die Integrale erster Gattung endlich sind, so folgt,
dass sammtliche Werthe

R(’Ys) =

Y1725 - - Vr

mit den zugehorigen Irrationalitéten zu den Werthen der Reihe (k) gehdren. Aus der Exi-
stenz der Gleichung (39) aber folgt nach dem Abel’schen Theorem, indem wir anneh-
men diirfen, dass der Grad von ggR(zl) den von fg nicht iibersteigt, dass die v-Werthe zu
oberen Grénzen von gleichartigen hyperelliptischen Integralen gemacht werden konnen,
deren Summe eine algebraisch-logarithmische Function ist, wéahrend die Irrationalitéten
aus der Gleichung
_ fo(7s)

9o(Vs)
bestimmt werden, und dass sie ferner die unteren Grénzen solcher Integrale bilden kénnen,
wenn die Irrationalitdten durch

R(vs) =

\/m _ ng’Ys)

9o(s)

gegeben sind.
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Nach der in der sechsten Vorlesung aufgestellten Beziehung fiir die Addition von
Hauptintegralen ergiebt sich, wenn die Werthe v den Gréssen

+ + +
ay,ay,...a,

gleichgesetzt werden, die folgende Beziehung:

ay al al

(40) my /; dH(Z,21,41)+m2/; dH(z,2z1,(1) + "'+mr/i dH (z,21,(1)

T

g {fg ~9o(2)VRE)  folG) + 90(1) R(@)}

fg +99 Zl VIR 21 fg Cl) R(Cl)

welche nothwendig die Form der Gleichung (38) sein muss, da der Annahme nach keine
der Gleichung (38) dhnliche existiren sollte, welche von den dort enthaltenen Integralen
eine geringere Anzahl enthielte. Setzt man endlich in (40) die durch Vertauschung der
Granzen und Unstetigkeitspunkte sich ergebenden Integrale, so folgt

(41) ml/z1 dH (z, ai‘,al)—|—m2/:ldH(z,a§E,a§F)+---—i—mr/z dH(z,aE,a})
g {fg — 9o(:0)VRGD | folG) + 90(C1) R(cl)}
fo(21) + go(21)V/ R(21)  fo(C1) — 9o(C1)/R(C1)

als allgemeinste zwischen hyperelliptischen Integralen derselben Ordnung und algebraisch-
logarithmischen Functionen bestehende Relation, oder wenn der oben durch die Gleichung
(p) definirte Werth von H(z,aj,af) eingesetzt wird,

#1 2 dz 21—l

a VR (2) wh GV R(Z)+ e GV R(2)

— log {fg 2DVRED | folG) + 90(1) R(@)}
fo(z1) +Qg DVR(z1)  folG) = 90(Q)VR(G) |

worin my, ma, ... m, ganze Zahlen, fy, f1,. .. Bp—1 Constanten vorstellen, deren Bedeutung
aus der oben gegebenen Bestimmung von ¢y, ¢1,...c¢,—1 unmittelbar zu ersehen ist.

Man kann endlich noch die Frage auf werfen, ob in algebraische Relationen zwischen
hyperelliptischen Integralen auch jene eindeutigen Umkehrungsfunctionen der Integrale
niederer Gattung, also die Exponentialfunctionen, die trigonometrischen und elliptischen
Functionen eintreten konnen, und zwar wollen wir diese Untersuchung auf Grund ei-
nes allgemeinen Satzes iiber den algebraischen Zusammenhang zwischen den Integralen

+08o
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verschiedener Differentialgleichungen anstellen, den wir an dieser Stelle unter den Be-
schriankungen, wie sie die Losung der oben gestellten Aufgabe zulésst, aussprechen und
herleiten.

Sei Z ein Integral der irreductiblen Differentialgleichung erster Ordnung

(43) flz2 &) =0,
in welcher f eine ganze Function der darin enthaltenen Grossen bedeuten soll, ferner
41,225 Ly

eine Reihe von r andern Integralen der resp. irreductiblen Differentialgleichungen erster
Ordnung

dz1 k1 dZ1 k=1 le
dr + o1(z, 21) dr +"‘+80k1—1($721)%+80k1(37721) =0,
dZQ k2 dZQ k2=l dZQ _
(44) <d$> + Y1 (x, 22) <d:v +"'+¢k2—1($722)a+¢k2($722) =0,
dz \* dz, \ Frt dzy
(5) e () o) G o) =0

in welchen

@a(l'a Zl)a %Da(f, 22)7 <. XOé(xv Zr)
rationale Functionen vorstellen, und werde von den Integralen Z;, Z, ... Z, vorausgesetzt,
dass sie weder selbst algebraische Functionen von x sind, noch zwischen ihnen eine al-

gebraische Beziehung besteht, dass dieselben jedoch mit Z durch den algebraischen Zu-
sammenhang

(45) F(l‘,Z,Zl,ZQ,...ZT):O

verbunden sind; wir wollen die Eigenschaft und Form der Gleichung (45) untersuchen.
Differentiirt man diese letztere Gleichung nach z und eliminirt zwischen den drei
Gleichungen

dF dz
F($7Z7217227"'ZT):07 %:O, f<x7Z7dx>:0

die beiden Grossen Z und %, so ergiebt sich eine Gleichung von der Form

Y

(46) H(a;,Zl,Zg,...Zr,dzl 42; dZ’“)

dr’ de’ da



Das allgemeine Transformationsproblem etc. 139

worin H eine ganze Function der darin enthaltenen Grossen bedeutet; und dieses in
rationaler Form hergeleitete Eliminationsresultat wird auch ersetzt werden kénnen durch
dasjenige, das man erhélt, wenn man vermittels Auflésung der Gleichung (45) nach Z, in
Bezug auf welche Variable sie vom k%" Grade sein mag,

Z = wl(:c,Zl, .. ~Z7‘)7 Z = (,L)Q(.%',Zl, .. .ZT), L= wk(m,Zl, .. -Zr)7
ermittelt, die Grossen

dz . dwl(l‘,Zl,...Zr) dz . dwg(x,Zl,...Zr)

dr dx T odr dz T
az dwi(z, 21, ... 2Z;)
de dx

bildet und in die Gleichung (43) einsetzt, woraus als zweite Form des Eliminationsresul-
tates

dwy(z, 21, ... Zy
e f<$7w1(xaz1,...Zr), wi(z, Z1, ))
dx
Ziy... 2y
Xf (x’w2($7Z17~~-Zr)7dw2(x7 1, ))
dx
X f (a:,wk(x,Zl,...Zr)7 dwk(x,jl,...zr)> 0
x

folgt.
Denkt man sich nun aus den r Gleichungen (44), wenn in dieselben 7y, Zs,...Z,
statt 21, 22,...2 gesetzt ist, und der Gleichung (46) die r Grossen

@ iz s,
de’ dz’  dx

eliminirt, so wiirde sich eine algebraische Beziehung von der Form
(48) K(x, 21, Z,... Z) =0

zwischen den Grossen Zi, Zs,...Z, ergeben, welche der oben gemachten Voraussetzung
gemdss nicht bestehen darf, und es wird somit das Eliminationsresultat (48) fiir alle belie-
bigen Werthe der Grossen 7, Z», . .. Z, identisch erfiillt sein miissen. Aber auch diese eben
ausgefiihrte Elimination und daher jene in den Gréssen Z;, Zs, ... Z, identische Gleichung
kann anders dargestellt werden; berechnet man namlich aus den Differentialgleichungen
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(44) die Werthe

WAl dzZy dZy
az1 _ zy 441 A Tt 7
I hi1(x, Z1), e hi2(x, Z1), I hiw, (x, Z1),
dZs dZs dZs

— Z — Z et —— = Z
< ha1(x, Z2), e hao(x, Zs), In hok,(x, Z2),
dz, dz, dz,

— Iy 7Z7' ) — Iy 7ZT ) : = h’l‘ . 7ZT )
@2, T < by, < (2,2)

und setzt dieselben in all’ ihren Verbindungen in (46) ein, so folgt, dass

Il (= 21,22, ... Ze, haal2, 20), hop(x, Za), .- e p(3, Z1)) = 0

a,f...0
fiir alle beliebigen Werthe von Z;, Zs,... Z, identisch befriedigt, oder dass in Folge der
oben vorausgesetzten Irreductibilitét der Gleichungen (44) die Gleichung

H(z, Z1,Za, ... Zr, Mia(x, Z1), hap(x, Z2), ... he (2, Zp)) =0

fiir eine beliebige Werthecombination von «, f,...¢ erfiillt sein muss, wenn statt 7,
Za,...Z, beliebige andere Grossen gesetzt werden, oder dass endlich die Gleichung (46)
ebenfalls stattfinden muss, wenn statt Z;, Zs,... Z, andere Integrale

AN

der Differentialgleichungen (44) gesetzt werden.
Da aber die Gleichung (46) nur eine andere Form des Eliminationsresultates als das
durch (47) dargestellte angiebt, so wird also auch die identische Beziehung bestehen

dwi(z, Z1, . .. Z;))

dx
d VAR
X f (w,wz(x,Z{,...Z;,), wal, d;c’ T)>

), dwk(x,Z{,...Z;)) o,
dx

(49) f(rto Zion 2,

Xf (wik(xv Ziv
welche wiederum nichts anderes aussagt, als dass die Gleichung (43) auch die durch den
Ausdruck
(50) 7' = wolz, 21, 2, ... Z})

gegebene Function zum Integral hat, wenn « einen der Indices 1, 2,...% bedeutet. Da
sich nun aus (50) der Gleichung (45) geméss

(51) F(x,Z', 2y, Z},...Z)) =0
ergiebt, so folgt,
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dass, wenn zwischen den Integralen
7. 21, Zo. ... 7y

der iwrreductiblen Differentialgleichungen (43) und (44) ein algebraischer Zusam-
menhang stattfindet, und man setzt statt der Gréossen Zy, Zs,...Z. r beliebi-
ge andere Integrale der Differentialgleichungen (44), so wird die algebraische
Beziehung noch fortbestehen, wenn fir Z ein gewisses anderes Integral Z' der
Differentialgleichung (43) gesetzt wird.

Um diesen Satz auf das oben gestellte Problem anzuwenden, nadmlich zu untersu-
chen, ob in eine algebraische Beziehung zwischen hyperelliptischen Integralen auch die
Umkehrungsfunctionen der niederen Integrale eintreten kénnen, sei Z die Losung einer
irreductiblen Differentialgleichung

2
(52 W) +H@) + ) =0

in welcher
fo(z), fi(z), fa(x)

ganze Functionen von x bedeuten, deren Integral also das allgemeine hyperelliptische
Integral sein wird, ferner seien
Zo, Zar... 7y

Losungen dhnlicher Differentialgleichungen, also wieder hyperelliptische Integrale, und
endlich Z;, durch

Z1 = ev
definirt, worin v eine algebraische Function von x bedeuten soll, also ein Integral der
Differentialgleichung

dz1 dv
(53) P bt

welche mit der algebraischen Gleichung in Verbindung gebracht, welche v als Function
von x definirt, die Form der Differentialgleichungen (44) annimmt.

Bestiinde nun ein algebraischer Zusammenhang zwischen diesen hyperelliptischen
Integralen und der Exponentialfunction von der Form

(54) Z =w(x,Z1,Zo,...2Zy),

so wiirde man nach dem obigen Satze berechtigt sein, fiir Z; das Integral mZ; der Glei-
chung (53) einzufiihren, wenn nur fiir Z ein gewisses anderes Integral der Gleichung (52)
gesetzt wird; da aber alle Integrale der letztbezeichneten Gleichung in der Form

Z+p
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enthalten sind, worin yu eine bestimmte Function von m sein wird, so folgt aus (54), wenn
zur Abkiirzung
w(ac, Zl, ZQ, e ZT) = w(Zl)

gesetzt wird,
(55) w(mZ1) = w(Z1) + j1 = w(Z) + p(m),

welche Gleichung fiir jedes Z; und jedes constante m giiltig ist. Setzt man hierin Z; =1,
so folgt

p(m) = w(m) - w(0)

und somit
(56) w(mZy) = w(Z1) + w(m) — w(0),

woraus sich durch Differentiation nach Z; und m

mw'(mZy)

w'(Z1)
Z1W'(mZy) = w

(m)

also
Z1W'(Zy) = mw' (m)
ergiebt; daraus folgt, dass
21 (Zy) = P
ist, worin P eine von Z; unabhingige Grosse bedeutet, oder dass
w(Z1) =w(x,Z1,Z9,...Zy) = PlogZ1 + Q = Pv+ Q,

d. h. dass e selbst in der Relation gar nicht enthalten ist.
Es mag endlich noch untersucht werden, ob in jener algebraischen Beziehung zwi-
schen hyperelliptischen Integralen etwa noch eine elliptische Function von der Form

7y = sinam(u, k),

worin v eine algebraische Function von x bedeutet, enthalten sein kann. Da diese Function
der Differentialgleichung geniigt

dzy 2 5 2 du
S Ja-do -3
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welche wiederum wie oben in eine algebraische Differentialgleichung zwischen z;, und x
transformirt werden kann, ferner zu jedem particuldren Integrale
7} = sinam(u + ),
in welchem « eine Constante bedeutet, ein anderes Integral
Zy =sinam(u + ¢) = sinam(u + a + ¢ — )

gehort, in welchem ¢ eine willkiirliche Constante ist, so wird sich mit Hiilfe des Additi-
onstheorems, wenn
sinam(c — o) =m

gesetzt wird,

2/ =) = F2m?) +my/ (1= ZD) (1~ K Z})

e 1 — k2m2Z3
ergeben, und was auch « sein mag, d. h. welches der particuldren Integrale der obigen
Form wir auch wahlen, es wird fiir jeden beliebigen Werth von m auch Z;] ein Integral

sein. Genau dieselben Schliisse wie vorher fiihren, wenn die analoge Bezeichnung gewé&hlt
wird, auf die Gleichung

. (ZW —?) (1= ) + /(L= 21~ PZ)

1 — k2m272 ) =w(Z1) + ¢(m)

oder auch, wenn Z; = 0 gesetzt wird, auf

} (ZM(l —m?)(1 - kiflei;gnzg(l — 40 - kzZ%)) = w(Z1) + w(m) — w(0).
1

Differentiirt man nun diese Gleichung nach Z; und m, und setzt die beiden so erhal-
tenen Gleichungen zusammen, so folgt

ow(Zy)
A
0 | Z1/ (1 —m2)(1 — k2m2) + m/(1 — Z7)(1 — k2Z3)
071 1 — k2m2Z73
Jw(m)
_ om
9 | Z1v/ (1 —m2)(1 — k2m?2) + m\/(1 — Z3)(1 — k2Z?)
om 1 — k2m2732
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oder
ow(Z1)  dw(m)
07, om
(57) oz, 07
074 om

als Gleichung zur Bestimmung von w.
Da aber, wenn zur Abkiirzung

/1 =sin am v, m = sin am w

gesetzt wird,

und ebenso

07y Osin am (v+w) 0Osin am (v+ w) 1
07,  OJsin amv ov dsin am v
ov
_ Osin am (v + w) 1
- v V(= Z3)(1 - k2Z7)
0Zy Osin am (v+w) 0Osin am (v+ w) 1
Om  Osin amw Ow Jsin am w
ow
_ Osin am (v + w) 1
I T T

ist, so wird die obige Bestimmungsgleichung (57) in

) Ju-zpa -z

iibergehen und daher

Ow(m)

o (= m) (1= )

(‘9w(Z1)

S a-Zh-rz =g

eine von Z; unabhéngige Constante sein. Es folgt hieraus

dw(Z1)

g

0%~ \JU-Z)(1-FZ})

oder wegen

Z; =sin am (u + «)

144
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die Beziehung
w(Z1) = gu+ k;

es ist somit wieder nachgewiesen, dass auch die elliptische Umkehrungsfunction nicht in
jener algebraischen Verbindungsgleichung zwischen hyperelliptischen Integralen vorkom-
men kann.

Das oben erwahnte Princip reicht aus, um auch die Unmoglichkeit des Vorkommens
der hyperelliptischen Umkehrungsfunctionen in einer algebraischen Relation zwischen
hyperelliptischen Integralen festzustellen.



Achte Vorlesung.

Reduction hyperelliptischer Integrale auf niedere Transcendente.

Es soll im Folgenden eine Anwendung der in den letzten Vorlesungen entwickel-
ten Theorie auf die Losung des Problems gegeben werden, die notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen dafiir aufzustellen, dass hyperelliptische Integrale auf algebraisch-
logarithmische Functionen reducirbar sind.

Sei

(1) R(z) = A(z — 1) (2 — az2) -+ (2 — agpt1)

(a) / (= VR d=,

worin f eine rationale Function von z und /R(z) bedeutet, in Betreff der Moglichkeit
der Reduction auf algebraisch-logarithmische Functionen zu untersuchen (der unpaare
Grad des Polynoms R(z) giebt bekanntlich keine Beschrénkung der Allgemeinheit des
gestellten Problems), so ist ersichtlich, dass man sich nur mit einem Integrale von der
Form

(b) / F (z)dz,
VE(z)
worin F'(z) eine rationale Function von z bedeutet, wird zu beschéftigen haben, da sich das
vorgelegte stets auf ein solches und ein Integral einer rationalen Function von z zuriick-
fithren lésst, welches letztere durch eine algebraisch-logarithmische Function dargestellt
werden kann.
Fragen wir zuerst nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir,
dass ein Integral von der Form (b) auf eine algebraische Function von 2 oder mit Bertick-

sichtigung des in der letzten Vorlesung bewiesenen Satzes auf eine rationale Function von
z und /R(z) reducirbar ist, so wird, wenn

21,225 .. 2n
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die Werthe von z bedeuten, fiir welche F'(z) unendlich wird, nach der in der vierten Vor-
lesung gegebenen Zerlegung eines hyperelliptischen Integrales die Gleichung statthaben
missen:

C/ mdz +C _VR@E)dz +- +C/ \/T”dz

(z—z1)y/R (z — 22)\/R(2) (z — z2)VR(2)
1 2p—2
Lo [ dz Lo [ETdE ey [ 24
VR(2) VR(2) VR(2)
r=lqy P72z dz
Lo [ 7 PRNCAEY 4—-~-+—k¢2p—1>J/ n R
VRG) V) Ry T EVEE

= qv/R(2),

worin die Grossen
C1,Co, ... Cp, 1O ) =) ) g+ 1) - pp=1) g

die dort naher angegebenen Werthe haben, und ¢ eine rationale Function von z bedeutet.

Da nun die Integrale dritter Gattung auf der linken Seite der Gleichung (2) in 2,
29, ...z, logarithmisch unendlich werden, und sonst logarithmische Unstetigkeiten in die-
ser Gleichung nicht vorkommen, so miissen diese aus der in z identischen Gleichung
herausfallen, und es ergeben sich somit zunéchst als nothwendige Bedingungen fiir die
Reduction eines hyperelliptischen Integrales auf eine algebraische Function

Ci=Ch=-=Cp=0
da diese die Coefficienten der Unstetigkeitsfunctionen

log(z — z1), log(z — 22),...log(z — zy)

sind.

Es wiirde nunmehr eine Summe von hyperelliptischen Normalintegralen erster und
zweiter Gattung und eines algebraischen Theiles einer algebraischen oder vielmehr in z
und /R(z) rationalen Function gleich sein miissen, was nach den Auseinandersetzungen
der fiinften Vorlesung das Verschwinden der Coefficienten der einzelnen Fundamental-
integrale der beiden Gattungen nach sich zieht, und umgekehrt ist das Verschwinden
sammtlicher k, [, C' oder der Integrale erster, zweiter und dritter Gattung fiir die Reduc-
tion eines hyperelliptischen Integrales auf eine algebraische Function hinreichend; wenn
wir somit die in der vierten Vorlesung hergeleiteten Werthe der k, I, C' benutzen, so
ergeben sich als nothwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dass das Integral

F(z) dz

VR(2)
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auf algebraische Functionen reducirbar ist, die folgenden:

F(t)
R(t)

F(t)
RO,

F(t)

g
I.

(3)

- )

(tle ) -1

(t—2zn )_

F.(t) dt

T

F(t)

(t—za)~ 1t

wenn
R(z) = Az%* 4 Boz® + B122P7 1 ... 4 By, 12 + Bay,
R R N R
TR PR S PR T TP
und

r=012...p—1,p,...2p—1

gesetzt wird.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist auch der algebraische Werth des vorgeleg-
ten hyperelliptischen Integrales gefunden, indem derselbe, wie aus der Gleichung (2) zu

ersehen,
R(z)
t—1

b

Wir werfen weiter die Frage nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir auf, dass ein hyperelliptisches Integral

oder

(1)

/ dt
R(t) Joo (t — 2)\/R(?)

JR{) / (t — 2)\/R(D)

(t—za) 7"

ist.

F(z) dz

VR(2)

auf algebraische und logarithmische Functionen von z reducirbar ist oder wiederum nach
dem friitheren Satze auf rationale Functionen von z und y/R(z) und auf Logarithmen eben
solcher Functionen.
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Setzt man in der hypothetisch angenommenen Gleichung —y/R(z) statt \/R(z) und
zieht die so erhaltene Gleichung von der ersteren ab, so ergiebt sich als zu befriedigende
Gleichung die folgende:

c/ \/Tldz LG _ VR(z)dz +.'.+Cn/(mdz

(z—21)/R (z — 22)\/R(2) z— zn)V R(2)
52p—1 2p—2
O P= dz P TE) zP~%dz b D) ZPdz
VR VR(z) VR
p_ldz 2P2dz dz
+ k@ [ Z 4+ gty [ 292 L ke
VR(2) VR(2) VR(2)
+f(2)VR(2)

= A log <})1—(]1R(2’)> + Aslog <m> +“‘+Amlog (pm_Qmm>

p1+q1 R(z) P2+ qo R(Z) DPm + Qm\/m
+qv/ R(2),

in welcher
P1,41,P2,492; - - - Pm>qdm, 4

rationale Functionen von z bedeuten.
Vor Allem darf angenommen werden, dass zwischen den Grossen

Ay, Ag, .. A
nicht eine ganzzahlige homogene lineare Gleichung
riA; +redo+ -+ Ay =0

besteht, da man sonst

Tm Tm Tm

setzen und die rechte Seite der Gleichung (5), wenn

(p1 — @1V R(2)) ™ (pm + amVR(2))" = Pi — Q1v/R(2)

gesetzt wird, in die Form

Ay <P1 - Qn/R(Z)) LA <P2 - QQ\/R@)) .

Pr+ Q1v/R(2) Py + Q2+/R(2)

Am—l Qm 1\/
1 v R
+ Tm ©8 (Pm 14+ Qm— 1\/R( >+

Tm Tm
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bringen kann, welche dann der weiteren Untersuchung zu Grunde zu legen wére.

Es war schon hervorgehoben worden, dass die linke Seite der Gleichung (5) fiir die
Werthe 21, 29, ...z, und nur fiir diese logarithmisch unendlich wird und zwar auf beiden
Blattern mit den logarithmischen Gliedern

+Cilog(z — 1), £C2log(z — 22), ... £ Cplog(z — zp),

und es wird somit auch die rechte Seite fiir diese Werthe logarithmisch unendlich sein
miissen und nur fiir diese. Untersucht man nun einen einzelnen der logarithmischen Posten
auf der rechten Seite der Gleichung (5)

Aplog [ Pr— % R(z) ’
P+ ax/ R(2)

so wird das Argument desselben nur und zwar stets Null oder unendlich, also der Loga-
rithmus in allen Féllen unendlich fiir Losungen der Gleichung:

(6) Pk — qiR(z) =0,

wenn diese nicht zu den Verzweigungswerthen ai, as, ... agp+1 gehoren, oder wenn diese
Gleichung nicht durch die den beiden Gleichungen

pr=0und R(z) =0

gemeinsamen Losungen befriedigt wird, indem wir die gemeinsamen Factoren von py und
qr bereits aus dem Logarithmanden herausgeschafft denken. Alle iibrigen Losungen der
Gleichung (6) nun werden zu den oben angegebenen Werthen z1, 29, . . . 2, gehoren miissen;
denn wenn diese Gleichung z. B. die Losung 2’ und zwar rpmal hat, so wird

(pk — aV/R(2) ) (pr + a1 VR(Z) ) = (2 — 2)p(2)

sein, worin ¢(z) fiir z = 2’ endlich und von Null verschieden ist, und daher

log(pk — g/ R(2) ) + log(pk + g/ R(2) ) = 7 log(z — 2') + log ¢(2);
somit wird, je nachdem die Irrationalitdt aus der einen oder andern Beziehung

R(%) = Pk o der R(%) = Dk
qk di
bestimmt wird, das durch jenen logarithmischen Posten gelieferte logarithmische Unste-
tigkeitsglied
AR log(z — 2') oder — 1 A log(z — 2')
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sein; da aber die rechte Seite der Gleichung (5) nur fiir die Werthe z1, 29, ... 2, logarith-
misch unendlich werden darf, so miisste sich, wenn 2’ nicht zu dieser Werthereihe gehorte,
das eben gefundene Unstetigkeitsglied gegen andere mit derselben Unstetigkeit fortheben,
und es miisste dann eine Gleichung von der Form bestehen

ﬂ:TlAl + TQAQ +..-+£ TmAm == O,
was oben ausdriicklich ausgeschlossen war; man wird somit

pi—@R(z) =M (z—C1)™ (z—C2)™? - (z—Cp)™ ™

Ps—GR(z) =My(z— 1) (2—G2)™? (2= Cny) ™"

setzen diirfen, worin alle {-Werthe, von den Verzweigungspunkten abgesehen, zu den
Werthen 21, 29, ... 2, gehoren.

Machen wir nun allgemein die Annahme, dass in der oben hypothetisch angesetzten
Gleichung (5) zwischen den Grossen

C1,Co,...Cy,
eine Anzahl von linearen homogenen ganzzahligen Relationen bestehe von der Form

T.C1 +T12C2 +---+T1,C, =0,
15:C1 +T152Cy  +---+T15,C, =0,

Ty—1C1 + 151202 + -+ + T nCp = 0,
die von einander unabhéngig sein sollen, so wird man n — k der Grossen C, z. B.
Crt1, Crya, --. Oy,
durch
(k) Ci, Cs, ... Ch,

homogen, linear mit rationalen Coefficienten ausdriicken und annehmen kénnen, dass zwi-
schen den Grossen der Reihe (k) nicht mehr eine lineare homogene ganzzahlige Relation
stattfindet.
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Stellt man diese Relationen in der Form dar:

D-Ck+1:/\1101 + A12C5 4+ Ak
D-Ck+2:/\2101 + A9y 4+ o+ A

(9)

D-Cn =X—k1C1 + Apgp2Co + -+ + Ay

worin die Grossen D und A\ ganze Zahlen bedeuten, so geht

152

Ckv
Cka
k kChks

die zu befriedigende Glei-

chung (5), aus deren Existenz wir nothwendige Bedingungen herleiten wollen, in

&} VR(z1) dz VR(zk41) dz
(10) {D/ (z —z1)v/R +)\ (z — zg+1)V R(2)

D
+ >\21/( Bleisa) dz

z — zk12)y/ R(2)

@ VR(z) dz VR(z41) dz
" {D/ (z — 22)\/R o (z — zk+1)V R(2)

/ V R(zk42) dz
22 (

z— zk12)y/ R(2)

Ck VR(z) dz VR(zk41) dz
" {D/ (z —z) VR +)\ (z — zkr1)V R(2)
V R(z42) dz
" A2’“/ (2 — z512)V/R(2)

2Pz 1) 22P=2dz (—1) 2Pdz

R
VR(z) - VR(z) e v R(z)

+1©

e i 1d’z (1) P2z ey [ dr
/ VR(z) ootk / VR(z) 1)
= A log <p1 — a1y R(Z)> + Aslog <p2 @ R<Z>> + A

P+ qi/R(2) P2+ g2/ R(2)

+av/R(z)

uber.

. .,Hnm/(mwz}

2z —zp)\V R(2)

VR(2)

log (pm — dm/ R(Z))
Pm + qmy/ R(Z)
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Bezeichnet man mit 7\ die Zahl, welche angiebt, wie oft die r** der Gleichungen (7)
die Losung zs enthélt, so werden in Folge der Gleichheit der Coefficienten der logarith-
mischen Unstetigkeiten in den Punkten z1, 2, ... 2, auf beiden Seiten der Gleichung (10)
die Bezichungen statthaben miissen:

Ch = Tl(l)Al + 7—2(1)142 + -+ Tfr(r%).Am7
Cy = 71(2)/11 + 72(2)/12 to D Ay,

(11)

Cr = Tl(k)Al + TQ(k)AQ 4+t T}?Am,

aus denen zuerst unmittelbar ersichtlich ist, dass m = k sein muss, weil sonst eine ho-
mogene lineare ganzzahlige Relation zwischen den als von einander unabhéngig voraus-
gesetzten Grossen Ci,Cy,...C} sich ergeben wiirde. Ist aber m = k, so konnen wir die
Grossen

Am7k+17 Amfk+27 s Am
homogen linear und rational durch die Grossen
C1,Cq,...C, A1, A, ... Apy

ausdriicken und die rechte Seite der Gleichung (10) wiirde sich in die Form bringen lassen

Gy log Py — Q1/R(2) N &) log Py — Q21/R(2) n

ni P —|—Q1\/R(z) ng Py +Q2\/R(Z)
Ok 1o [ Lo = Qrv R(z) Ay Py — Qr+1vV/ R(2)
— log + log +
Nk Py + Qr\/R(2) Mh+1 Pry1 + Qry1V/R(2)
Am—k log P, — Qm V R(Z)
N, Pp+ Qmv/R(z) )’

worin
ny,ne,...NMm

ganze Zahlen bedeuten. Man sieht aber, dass sich hieraus wieder durch Gleichsetzen der
Coefficienten der Unstetigkeitsfunctionen in den Punkten zi, 29,... 2, auf beiden Seiten
der jetzt auf der rechten Seite reducirten Gleichung (10) eine Reihe von homogenen,
linearen ganzzahligen Beziechungen von der Form

p1Cr =vi1Ar +vi2ls + -+ Vi Am—ks
poCs = vo1 AL + v90Ag + - - + Vo Ak,

pirCr = v 1Ay + Vo Ao + - - + Vg -k Am—i
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ergeben wird, welche wiederum eine Reihe der A durch die C' und die iibrig bleibenden
A auszudriicken erlaubt; fahrt man so fort, so kann man in der hypothetisch angenom-
menen Gleichung allméhlig alle A fortschaffen und wird schliesslich nur als Coefficienten
der logarithmischen Glieder der Gleichung (10) die Grossen Cy, Oy, ... Ck, mit rationalen
Coefficienten versehen, iibrig behalten, so dass wir — um die ganze Gleichung (10) nicht
noch einmal hinzuschreiben — uns die rechte Seite in die Form gesetzt denken konnen:

PO — M) R(2) P _ @ R(2)
o + 02Ch1 T
s <P<l> FQUVRRE ) T PT P\ PO T QR VRG)

(o)

pk) _ k), /R(z)
1
+ 0kCy log <P<k) T OWVRG) +qVR(2),
worin
01, 02,-.-0k

rationale Zahlen bedeuten, und die Gleichungen
PO’ —QW’R(z) =0, P®* —Q@W’R(z) =0,...P®* - QW R(2) =0,

von den Verzweigungswerthen abgesehen, nur die Werthe 21, 2o, ... 2z, zu Losungen haben,
und zwar die Gleichung

nur die Losungen
Ziy Rk+1y Rk+2)---2n;
und zwar o .
¢, ¢
-fach.
Endlich ist aus der Gleichung (10) mit der rechten Seite (p) unmittelbar zu sehen,

dass

(1) (2) (k)

1:QIt07 1:Q2t0,...1:th0,
A A Ao
%Cl + %202 + -+ kak = Qltgl)cl + Qgtgz)CQ + -+ gkt,(,’“)C’k,

woraus folgt, weil eine lineare homogene rationale Beziehung zwischen den Groéssen Cf,
(5, ...C} nicht stattfinden darf, dass

_t((Tl)?

@ gl) M 75572) Aok g—k)
D D .

sein muss.
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Wir erhalten somit das folgende Resultat: wenn ein hyperelliptisches Integral auf
algebraisch-logarithmische Functionen reducirbar sein soll, so muss nach Zerlegung des-
selben in die Integrale der drei Gattungen und den algebraischen Theil nach der oben
angegebenen Methode und nach Reduction der Coefficienten der Hauptintegrale dritter
Gattung auf die von einander unabhéngigen, die hypothetisch vorausgesetzte Gleichung
in die Form gebracht werden kénnen:

Cit Pl W) {t(()l)/(\/ R(z) dz —i—t(l)/( V R(z41) dz

z—z)VR(E) 2 — 2p41) VR (2)
[V B(em) dz
" t”’“/ (2 — 2n) R(z)}
m(lng@...tgm{tg?) [ LDy [ /] i
( (

20 z — z9)\/ R(2) ! z— zp+1)V R(2)

"+t(2)k/( VR(z) dz }

(12)
" z—zp)V/ R(2)

L) gD {t(()k;)/( \/R(;'k) dz +t(k)/( vV R(211) dz
z — 2z

R(z) ' J (2= 2 V/R(2)
/ VR(zn) dz }
k
z— zp)V R(z
221z 22772 | ) “) ZPdz
o) +l(1>/ p ey [T

VR(2) R(z) VR(2)

—{—kj( Zp 1dZ + k(p+1)/ Zp_QdZ +et k(2p_1) dZ
VR R(z) VR(2)
#0151 £(2) VR()

PO _ o) PE _ OO
e t(() )t(3) ték) log QW \/R(z) N CQt(()l)t(():%) ' ”t(()k) log Q% \/R(z)
PO + QW /R(2) P2 +Q®/R(z)

k) — k)
3 1),2) L k=1) P V ORI
o+ Oty 'ty oty log (P<k +Q’“)F> to qv/R(z),

)

n—

VD )

worin die Gleichung
p@? _ Q(i)QR(Z) =0,

von den Verzweigungswerthen abgesehen, nur die Losungen

Riy Rk+1y) Rk+25---2n
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und zwar ' ‘ ' ‘

O RO
-fach hat, oder worin, wie aus dem Abel’schen Theorem fiir hyperelliptische Integrale
hervorgeht, die Werthe z;, zx11, zki2,...2, bei bekannter Bestimmung der Irrationalitit

der Gleichung geniigen
. 2t i le+1 . Z'rer
(13) £ / dJ @ (z) + ) / dJO(z) + -+ 19 / dJ@(2) =0,
z; ZI:+1 Zn

oder

oz N [ER41 #n
£ / dT@(2) + 1" / dJOz) + -+ 1), / dJ\9(z) = L,

wenn J(©(z) irgend ein Integral erster Gattung, L eine Summe von halben Periodicitéts-
moduln dieses Integrales und « einen Verzweigungswerth bezeichnet.
Greifen wir nunmehr eine der obigen Gleichungen

PO* _ QW R(z) =0

heraus, so findet nach Gleichung (41) der letzten Vorlesung die Beziehung statt:

(14) tg)/dH(z, 2, 27) —l—tgi)/dﬂ(z,zgﬂ,zk_ﬂ) +"-+t$f)_k/dH(z,zI,zn)

=1lo PO — Q(i)\/m
~ P\ PO QO VERR) )

worin
H(z, 25, 27)

) Ry ~p

ein hyperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung bedeutet, welches im Punkte z, auf

beiden Bléttern logarithmisch unendlich wird mit der positiven und negativen Einheit

als Coefficienten der Unstetigkeitsfunction, und dessen sémmtliche Periodicitdtsmoduln

an den a-oder an den b-Querschnitten — wir wéhlen hier die letzteren — verschwinden.
Nun ist aber auch, wie sofort zu sehen

/ VR(z) dz
(z = zr)V/R(2)

ein Hauptintegral dritter Gattung, da es als Coefficienten der logarithmischen Unstetig-
keiten in 2 und z, ebenfalls die positive und negative Einheit hat, und es wird somit
nach bekannten Schliissen

(15) /dH(Z7zr+7Zr):/W+Crlul+cr2u2+”'+c7"pup
(z = z)VR(2)



Reduction hyperelliptischer Integrale auf niedere Transcendente.

sein, wenn uy, ug, ... u, Integrale erster Gattung bedeuten, welche so beschaffen sind, dass
ug an allen b-Querschnitten den Stetigkeitssprung 0, nur am bg-Querschnitte den Sprung

1 hat, und

so zu bestimmen sind, dass das Hauptintegral dritter Gattung auf der linken Seite der
Gleichung (15) an allen b-Querschnitten verschwindende Stetigkeitsspriinge hat. Setzt

man dann wie frither

J@(z)

Cr1, Cr2,--

2%dz (0)

= \/W, Iy, (z) = —2/04

.Crp

dJ9(z),

2k—1

so wird u durch die Gréssen J(@(z) linear in der Form ausgedriickt sein

(16) Up = dkoJ(O)(z) + dli(l)(z) + -+ dkp_lj(p_l)(z),

und die d miissen den Gleichungen geniigen

(17) dkOJéS)

so dass sich allgemein

SO

bt1

0
o

(6—1) 4(o+1
AN S ) ...

o glo=) g+l

br—1 b1

L glo=1) glet)

b1 b1

J(p—l)

br—1

(p—1)
b1

-1
. Jéﬁ’ )

-1
. Jlff )
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ergiebt.

158

Nach Bestimmung der Grossen dy,, also auch der uy, folgen fiir die ¢ die Gleichungen:

/C“? R(z) dz
o (2= 2)/R(2)

o4 R(z.) d
fen =0, / VARG dz
as (2 —2r)

+cro=0,...
Rz
R(z.) d
VAR dz —

/.
B Q2p—1 (Z - er)

VR(z) dz

so dass sich allgemein

(19) ero = ‘/ - —ZS

ergiebt.

Mit Hiilfe der nunmehr bestimmten Werthe der Grossen c,1, ¢, ..

R(z)

R(2)

.¢rp geht die

Gleichung (14), wenn die urspriinglichen Hauptintegrale wieder eingefiihrt werden, in die

folgende tiber:

i ey o

VR(z)dz

(z — %)

(@)
+ 1

VR(z)

+ { <t(() )Ci 1+ tgz)ck+1 1+ tg)

/ VR(zp+1) dz
(2 = 2k+41)

R(z)

+ <téi)ci2 + tgi)0k+12 + tgi)ckmz + e

ot (et
P — QO R(2)

und es ergiebt sich somit aus (12), wenn in (2

(20)

1, 2,... k

Ck+21 1 -

Ch+1p + tg)ckwp + -

b,

/ VR(z) d>
(z = zn)V/ R(2)
+ tif)_kcm) Ul

+ tfj)_kcn 2) u9

)

-+ tfflkcnp) Up

0) der Reihe nach fiir ¢ die Zahlen

gesetzt, die so entstehenden Gleichungen der Reihe nach mit

L)

o (B) ®)

AP CpttIe®

it P

k—1)

Ot 4l

multiplicirt und sémmtliche Gleichungen addirt werden, ausserdem

Ci (.G i i
na} (té)cw + tg Jepin o T té )Ck+29 + -

0

4t eny) = My
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gesetzt wird, die weiter zu erfiillende Gleichung

o) / Z2p—1 dz 221”_2 dz 4 D) 2P dz
2P~ ldz
21 + k(p (p+1 / . 2p 1)

+(Mll+M21+"'+Mk1)ul+(M12+M22+"'+Mk2)u2+"'
+ (Mip+ Map + -+ Myp)up + f(2)VR(2) = ¢V R

Benutzt man jetzt die oben aufgestellte Beziehung (16) zwischen wu; und den in der
Reductionsformel des allgemeinen hyperelliptischen Integrales vorkommenden Integralen
erster Gattung

JO ), gV (2), ... JPV(z),

so wird durch Zusammenfassen der entsprechenden Integrale die Gleichung (21) in

2 1 2 2
(22) z<>/ P~ de (1)/ Az ey [ 22

VR(z)
+ [KPP=Y + (Myy + Moy + -+ + My1)dio + (Mi2 + Mag + -+ + My2)dao + -
+ (Mip+ Map+ -+ Mpp)dpo]

F

+ [k<2p_2)+(M11+M21+"'+Mk1)d11+(M12+M22+"'+Mk2)d21+"'

zdz
+ (Mip+ Moy + -+ + My p)dp1]

VR(2)

+[EP) + (My1 + Moy + -+ + My1)dypo1+(Mio + Mag + -+ Myz)dapoy + -
2P~ tdz

T

+(Mip + Map + -+ + Myp)dpp— 1]

+f(2)V/R(z) = av/R(2)

iibergehen, und somit als nothwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen
derselben nach dem friiher ausgefiihrten die folgenden liefern

(23) l(o) — l(l) = ... = l(pfl) =0,
k2p=1) 4 (Mi1+ Mo+ -+ Mgr)dio+ -+ (Mip+ Map+ -+ Myp)dpo =0,

EP) 4 (Myy + Myy + -+ 4 My1)dip1 + -+ (Mip+ Map + -+ + Myp)dyp1 =0,
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wahrend der algebraische Werth ¢/R(z) des nach Absonderung der Logarithmen dann
iibrig bleibenden Integrales durch die Gleichung

(25) q=f(2)

bestimmt ist.

Es eriibrigt nur noch die Werthe der M oder wenigstens die in den Gleichungen (24)
vorkommenden Verbindungen derselben mit den d-Grdssen zu ermitteln.

Geht man wieder von der oben aufgestellten Gleichung (15) aus

VR(z)d
/dH(z,zj,z,,_):/(Z)Z+c7~1u1—|—cr2u2+'--—|—crpup,
(z = 2)V R(2)

worin die Grossen ¢ durch den Ausdruck (19) definirt sind, und differentiirt diese Glei-
chung, so erhalt man

Jr
(26) dH (z, 2", z) _ vV R(z)dz N r1%+ duQ—i—---—l-crp%,
dz (z — z:)\/R(2) dz dz dz

woraus sich wiederum, wenn
r=i, k+1, k+2, ...n

gesetzt, die einzelnen Gleichungen resp. mit

A L

multiplicirt und sémmtlich addirt werden, nach Gleichung (14) die Beziehung ergiebt

d PO — QW R(z) (i)
27 —lo , , = t M;
@7 gl (p(z) +QO\/R(z) _;1 R ) 1/7 C’Z Z Cdz d

wenn statt des Index i — k der Index 0 gesetzt wird, oder mit Benutzung von (16), wenn
die rationale Function

%

dR(z)

dz

')P7(1) — p(i)@

2R(z) |QU e — pa)Q®

(28) P2 _ Q(l 22R(z = ¢i(2)

gesetzt, und die Gleichung (27) mit der Irrationalitdt \/R(z) multiplicirt wird,

p p
e Z 1 \_ﬁ S Mo + 602> Mygdys + -

r=i,k+1,.. o=1 o=1

p
412713 Mipdgpor.
o=1

ZSO’L
(29)
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Setzt man endlich hierin
i=1,2 ...k

und addirt die so entstehenden Gleichungen, so folgt

k

Zgl) goi(z) — Z tf}lk VZ}E(ET)

=ty r=ikt1,..n
+(M11 + Msq +"'+Mk1)d10 + -+ (Mlp-i-Mgp-i-"'—i-Mkp)dpo

(30)
+[(Myy+ Myy + -+ My1)diy + -+ (Myy+ Moy + -+ - + My p)dp1] 2

+[(My1 4+ Moy + -+ + My1)dip1 + -+ (Myp+ Moy + -+ + Myp)dpp—1] 2271

Bemerkt man nun, dass auf der linken Seite der Gleichung (30) eine in allen endlichen
Werthen von z endliche Function steht, die somit, da sie eine rationale ist, eine ganze
und zwar hochstens vom p — 1**% Grade sein muss, so wird man durch Gleichsetzen der
Coefficienten gleich hoher Potenzen von z unmittelbar die in den Gleichungen (24) zu

den Grossen
k=D pGr=2) @)

hinzuaddirten Ausdriicke in den Constanten des Problems gegeben erhalten.

Man sieht unmittelbar, dass diese Rechnung auf den von vornherein ersichtlichen
Weg hinweist, die gefundenen logarithmischen Ausdriicke differentiirt mit der Function
unter dem gegebenen Integrale zu vereinigen und nun das neue Integral als ein auf al-
gebraische Functionen reducirbares zu behandeln; wir haben diesen Weg hier eingeschla-
gen, um die Bedingungen der Reduction in den Grossen M, also auch in den Grossen
¢, d. h. nach (19) in den Stetigkeitsspriingen der Hauptintegrale dritter Gattung an den
b-Querschnitten ausdriicken zu koénnen.

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn man die Grossen ¢ einzeln berechnen will,
die folgende leicht zu entwickelnde Beziehung das Mittel dazu liefert; setzen wir ndmlich

VR(C) dz _

/(OZU(2,4+,C )
(z = OV R(2)

und den nach ¢~ genommenen Differentialquotienten dieses in ¢(* und ¢~ logarithmisch

unendlich werdenden Hauptintegrales, welcher offenbar in denselben beiden Punkten von
der ersten Ordnung algebraisch unendlich wird,

OI (2,¢*, () b
dC_ _Z(zvc 7( )7
endlich

CU:_/ T Al(z, ¢ty ) = ML (G ¢,

20—1
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worin
11,(¢T,¢7),

den Stetigkeitssprung des II-Integrales an dem Querschnitte b, bezeichnet, so ergiebt
sich mit Hiilfe der oben eingefiihrten Bezeichnungen unmittelbar aus dem Satze von der
Vertauschung der Grénzen und Unstetigkeitspunkte die Gleichung

+

/Z dZ(z,Ct,C)

- (Men)) g3 {ne

dug Lt zt
o) L ACLE) 7,
dz ) ¢ -
oder wenn die Stetigkeitsspriinge des Integrales zweiter Gattung Z an den b-Querschnitten
mit

o=1

ZO'(CJra Ci)

bezeichnet werden,
z
(31) |z

du _ at
<d>4_+ZU(C+aC )/ZT dua}§

O

setzt man hierin fiir ¢ p verschiedene Werthe ein, so erhélt man die gesuchten Periodi-
citditsmoduln des Integrales dritter Gattung durch Integrale zweiter Gattung, zwischen
den Unstetigkeitspunkten jenes Hauptintegrales genommen, durch algebraische Functio-
nen und Periodicitdtsmoduln von Integralen zweiter Gattung ausgedriickt, Relationen,
welche jener bekannten Beziehung fiir elliptische Integrale analog sind. So wiirde man die
oben eingefiihrten Grossen ¢ direct berechnen kénnen. Von der Gleichung (31) kommt
man auch direct zur Gleichung (27), wenn man r =i, k+ 1, k+ 2, ...n setzt, alle Glei-
chungen addirt und das Abel’sche Theorem fiir die hyperelliptischen Integrale erster
und zweiter Gattung anwendet.

Fassen wir nunmehr all’ die erhaltenen Resultate zusammen, so wird man zur Be-
antwortung der Frage, ob ein vorgelegtes hyperelliptisches Integral von der Form

w\»—\

F(z) dz

VR(2)

auf algebraisch-logarithmische Functionen reducirbar ist, folgendermassen zu verfahren
haben:
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Man bilde die Gleichung

(1)
R(t)

(1)
R(t)

(1)
R(t)

(32) T + 4Ty

(t—zg)fl

2
(t—Z1)71

(t—2n)~t

und suche dieselbe durch Systeme von ganzen Zahlen T3, T, ... T, zu befriedigen; moégen
sich nun n — k solcher Systeme finden lassen

Tvw T ...T1n
To1  Tho ... T5,

Tn—kl Tn—k2 e Tn—knv

welche von einander unabhéngig sind, und mogen sich aus diesen n — k-Gleichungen (32)
die Relationen ergeben

F(t F(t F(t

(0 e, [0
R(t) (t_zk+1)—l R(t) (t—21)71 R(t) (t—zk)*l
EF(t EF(t EF(t

W | n—k1 ) + A Ak ) ;
R(t) (t—zn)*l R(t) (t—21)71 R(t) (t—Zk)71

so suche man den grossten gemeinsamen Theiler zwischen den Zahlen
D Aii Ao Ak,

worin 7 eine der Zahlen 1, 2, ...k bedeuten soll; sei derselbe §;, und werde

D i) Al i) A2 i An—ki i
E:%% 5i:ﬂ% 5i_é%“ 5 =9,
gesetzt, so ist unmittelbar zu sehen, dass
(u) t8 4+t 4D > p

sein muss, wenn eine Gleichung von der Form
p” _ Q(i)ZR(z) =0;
von Verzweigungspunkten abgesehen, nur die Losungen

Ziy Zkls -+ Zn
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und zwar ' ‘ ‘
N O

fach haben soll; denn bezeichnet man die auf die Verzweigungspunkte beziiglichen s
linearen Factoren durch N, so wird P® durch N theilbar sein miissen, und es wiirde,
wenn
PO =N.p0O  R=N.r, QW=¢®
gesetzt wird,
(i)? (i)? " ¢ ¢
PN — ¢ Ry = (2 — 2)"0 (2 — 2jg) 0 - (2 — zn) ok

zu erfiillen sein, woraus, da die linke Seite wegen des unpaaren Grades von R(z) jedenfalls
ein Polynom ist, dessen Grad die Zahl p iibersteigt, folgt, dass die Ungleichheit (u)
befriedigt werden muss.

Geschieht nun der obigen Ungleichheit Geniige, so setze man, wenn

bezeichnet wird,

(%) (4) (%)
(2= 2) (2 = zpaa)t - (2 = 2o

=ap+ a1z +asz> + -+ ami,lzmi_l + 2™

ferner, wenn
ﬂl? ﬁ?a .- '/3%7 Y1 Y25 YA

die Verzweigungspunkte

o1, 2, ...02pt+1

von /R(z) in irgend welcher Reihenfolge bedeuten, so dass also
x+A=2p+1
ist,

N=c(z=B1)(z=B2) (2= Bx) = co+ 1z + 22" + -+ + 5.2
Ri=d(z—m)(z—72) (2 =) =do+ diz +doz® + - + dp2",

und die zu bestimmenden Polynome

pt = 00+ 012 4 022° + - -+ + g2

¢D =00+ 01240222+ + 0,27,
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worin, was im allgemeinen Falle stets erlaubt ist,
2u+x=m;, 2w4+A=m;—1
gesetzt werden darf, dann werden die gegebenen z-Grossen der Gleichung
PN — ¢’ Ry =0
gentiigen miissen, also die folgende Identitét

(00 + 012+ 022° + - 4 0,2") 2 (co + 12 + 222 + -+ + ;2%)
—(o0+ 012+ 0222 4+ -+ 0,2") 2 (dy + diz + do2® + -+ dy2) =

Clag + a1z + a2’ + -+ + @my—_12™ 1 + 2™)

stattfinden, wenn die oben gestellten Bedingungen erfiillt sein sollen. Man sieht aber
leicht, dass, wenn man auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung die Coefficienten von
2™ einander gleichsetzt, sich die Beziehung ergiebt

co(0oor + 0107—1+ 020-—2+--+) —do(ogor +010,-1+ 020,92+ ---)
+ c1(000r—1 + 010r—2 + 020r—3 + -+ ) — d1(0007—1 + 01072 + 0203+ ---)

+ c2(0007—2 + 010r—3 + 020r—a + -+ ) — d2(0007—2 + 01073 + 0204+ -+ +)

A — e e e

+ ¢r—2(0002 + 50101) — d-—2(0002 + 30101)

+ ¢r—10001 — dr 10001

+ ¢r 30000 — d-10009 = 1Ca,,
in welcher

7‘:0,1,2,...mi
zu nehmen ist, und es wird nun darauf ankommen, die Coefficienten
00, 01,-- 'Q/M gg, 01,...0p

so zu bestimmen, dass diesen Bedingungsgleichungen Geniige geschieht; gelingt dies, so
diirfen wir die oben fiir die Grossen

Riy Rk41y Rk+25 ---2n

gestellte Forderung als erfiillt ansehen.
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Die obige Gleichung in den o- und o-Grossen ist jedoch in diesen vom zweiten Gra-
de, und wir wollen, um die Bestimmung jener Grossen zu erleichtern, noch ein anderes
unmittelbar ersichtliches Verfahren angeben, welches die gesuchten Grossen aus linearen
Gleichungen herzuleiten gestattet.

Man unterwerfe in einer ganzen Function p(¥ vom

; ; ; ten
t 6t s

2

Grade, und in einer ganzen Function ¢ vom

7+t et s
2

—p— lten

Grade, worin s so gewéhlt sein muss, dass diese Gradzahlen ganz und positiv sind (Null
eingeschlossen), die sammtlichen darin enthaltenen Constanten, deren Zahl

)+t 4t pn
ist, der Bedingung, dass die Function
VN = ¢ \/Ry
(1)

fiir = = z; selbst nebst ihren ¢;” — 1 ersten Ableitungen, fiir z = 21 nebst ihren tgi) -1
ersten Ableitungen, u. s. w., endlich fiir z = z,, nebst ihren tfﬁ . — 1 ersten Ableitungen fiir

den einen oder den andern Werth der zugehdrigen Irrationalitidten verschwindet, somit

t) 1) et

Bedingungen; erfiillen nun diese Constanten die ihre Anzahl iibersteigenden Bedingungs-
gleichungen, so wird

(pIVN — O /Rr) 0OV + ¢V /R1) = p*N — @Ry

jedenfalls durch
i) (i (©)
(2= 2)0 (2 = 2psn)3 - (2 = 2)f o

theilbar sein, und somit

PO - QU R(2),
weil es vom Grade 4 ' '

D AL

ist, von den in N enthaltenen Verzweigungswerthen abgesehen, nur die bezeichneten
Losungen in der angegebenen Vielfachheit besitzen.
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Man kann unter der Annahme, dass die 2-Grossen, welche Losungen der Gleichung
PN — ¢’ R =0
sein sollen, simmtlich verschieden, also

sind, die Bedingungsgleichungen leicht weiter reduciren. Setzt man namlich

; m;— S mi+ s
SOy, TS, MES_ g,

PO =g+ iz 4oz oy, 2

¢ =50+ 512+ 8222+ +5,2"

und nennt jene m; in Frage kommenden z Werthe

Clv 627 sza

so werden, wenn die Grossen

€1, €2, ---Em;

die positive oder negative Einheit bedeuten, nach den eben gemachten Auseinanderset-
zungen die Gleichungen bestehen miissen

. . R
ro+ ¢ + T2C12 +o G :51q(1)(<1) 1(6)

ro+ r1la + 7“2C22 + ety 51 =€2q(i)(42)

Wird nun
(€= =) (C—Cmy) = f(Q)

gesetzt, so ist bekanntlich

m; h
> ey ="
a=1
wenn
h g m; — 2
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ist, und wenn man daher die oben aufgestellten m; Gleichungen der Reihe nach mit

g & G,
£ (G Gy

multiplicirt und addirt, worin

k+ui§mi—2oderk§miT+s—2

genommen wird, so ergeben sich die nachfolgenden Beziehungen:

L e, B Loy, )
Elf/(C1)q (gl) N(Cl) +52f,(<.2)q (CQ) N(CQ) +
1 . Ri(Cm;)
I () 1\omi)
e N NG
G (1) Ri(G1) G2 i) Ri(C2) .
Elf,(é.l)q (<1) N(Cl) +€2f(’€2)q (CQ) N(CQ) +
Cmi i) Rl(sz) _
Fem g I NG =
.. m; .2 ....... (C) ) <m2+_2 ...... R(C) .....
1 () 1151 2 i) 1152
&1 f/(Cl) q (gl) N(Cl) + &2 f/(CQ) q (CQ) N(CQ) =+
Cmilz B (4) Rl@mi)
R e R T v W
welche fir die
m; + 8 1
2
m; + S

Coefficientenquotienten der ¢(V-Function —1 lineare Bestimmungsgleichungen dar-

stellen, nach deren Elimination noch p durch die Grossen

1y G2, - Cm;

identisch zu erfiillende Gleichungen {ibrig bleiben.

Man kann endlich noch in anderer Weise priifen, ob die Werthe z;, 2111, ..., 2, die
alleinigen Losungen von der angegebenen Vielfachheit von einer Gleichung der aufgestell-
ten Form sein konnen, wenn von Verzweigungswerthen abgesehen wird, und zwar kann
man sich dabei eines fiir elliptische Integrale bekannten Verfahrens bedienen.
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Es soll zuerst gezeigt werden, dass man jedenfalls eine Gleichung von der Form
pIQN_qlle =0

bilden kann, welche durch

(1) (1) ©)
u = (z — Zi)to (z — ZkJrl)tl e (Z — Zn)t”*k

theilbar ist, und fiir welche der Grad des Quotienten < p ist. Bildet man ndmlich eine
ganze Function S des té’) + tg’) 4+t t;)_k, — 1'n Grades, welche die Bedingung erfiillt,
dass mit Beriicksichtigung der moglichen Werthe der Irrationalititen

SVN — Ry

fiir jedes endliche z endlich ist, wozu offenbar die Zahl der Constanten hinreicht, so wird
S®N — Ry
durch u theilbar sein, und ebenso wird, wenn
¢d=L, p=85L—-Ku
gesetzt wird, worin K und L noch naher bestimmt werden sollen, auch
p'VN — ¢'\/R; also auch p?N — ¢?’Ry,

wie durch unmittelbare Ausrechnung ersichtlich ist, durch « theilbar sein. Werde nun zur

naheren Fixirung der Grossen K und L der rationale dchte Bruch 5 in einen Kettenbruch
verwandelt, und in der Reihe der dem Grade nach steigenden %éhler und Nenner der
Néherungswerthe des Kettenbruches fiir L der Nenner L, desjenigen Naherungswerthes
gewahlt, fiir welchen der Grad desselben kleiner ist als der Grad der Function

N
u R
wahrend der Grad des Nenners des darauf folgenden N&herungswerthes schon grésser
sein soll als eben diese Zahl, die der Annahme nach nicht ganz sein kann, und sei endlich
K der Zéhler K, eben dieses Naherungswerthes, so ist sofort zu sehen, dass der Grad der
Function

PVN ¢ VR _ (SLy = Kyu)V'N — LRy
Vu Vu

g_ B
K N
*/E<uN - L”>Ln u

Ev
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wenn unter dem Grade einer Function der Exponent der Anfangspotenz in der Entwick-
lung derselben nach fallenden Potenzen der Variabeln verstanden wird, kleiner als der
Grad der Function v/R ist, da nach einem bekannten Satze

S K, (=)™

U Ly, Ln(Ln+1 + Lnxn—l-l)

ist, worin x,41 eine dcht gebrochene rationale Function bedeutet, und der Grad von

[ By
YN Ln\/u\/ﬁ:Ln-il
u Rl N
\V“V Re

jedenfalls negativ ist. Ferner folgt aber auch, dass der Grad der Function
PVN + VR
Vi
da er wegen des unpaaren Grades von R derselbe sein muss, ebenfalls kleiner als der von
VR ist, und es wird somit der Grad der rationalen Function
p/2N _ q/QRl
u )

welche eine ganze ist, kleiner als der Grad von v/R also hichstens p sein. Es wird aber
leicht eingesehen werden, dass dieser Grad Null sein muss, wenn vorausgesetzt wird, dass
es eine Function von der Form giebt

PN — ¢ Ry,
welche bis auf eine multiplicatorische Constante der Function u gleich ist. Denn da die
Ausdriicke 4 '
PVN—g¢vR o pOVN — gV VE
PVN + ¢ VR pDVN + ¢ /Ry

mit entsprechenden Zeichen der Irrationalitdten genommen fiir alle Losungen von u = 0
in derselben Weise Null und unendlich werden, so wird ihr Quotient

PVN —¢vR pIVN+¢DVR 7+kVR

VN + VR pOVN —¢DVR, 71— kVR

nur noch fiir alle die Losungen des Polynoms

pIQN _ q’2R1
u
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Null und unendlich sein kénnen, und daher
™ —k*R

von einem Grade sein miissen, der nicht grosser als p ist, wenn die Verzweigungspunkte
abgesondert sind, was offenbar unméglich ist. Es folgt daraus, dass das oben gefundene
Polynom

(a) p/2N o q/2R1

von einer Constanten abgesehen mit v zusammenfillt, und dass man somit, wenn nach
der oben angegebenen Methode die Grossen p’ und ¢ durch K, und L, ausgedriickt
gebildet werden, das Polynom («) vom

U LU

ten Grade sein muss, wenn der urspriinglich gestellten Bedingung tiberhaupt soll Geniige
geleistet werden.

Lassen sich nun fiir alle oben aufgestellten z-Verbindungen Gleichungen von der
Form

R(z)=0,...P®* — QW’R(z) =0,

finden, welche ausser den resp. Werthen

R1ls Rk+1s -+ -+ 2ny
225 Rk+1s -+ 2ny
Zky Rk+1y -+ 2n

mit der entsprechenden Vielfachheit

R RN
I RN

I LN
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nur noch Verzweigungswerthe zu Losungen haben, so bilde man die Summe

(33) 1| F(t) o PO — QW /R(z) L F(t) log P® — Q@ \/R(z)
| VED) ,  E\POTOVER ) T VRG], . \PP + QOVAR)
1 | F(t) ( pk) _ k) ﬁ)
SRR ol b rd IR L(2),
i (VRO ]\ P® +Q ®/R(2)

dann wird L(z) das Aggregat der im reducirbaren hyperelliptischen Integrale vorkom-
menden logarithmischen Glieder darstellen. Setzt man sodann

) dP@ (2 ) dQ (z ) A (i) dR(z
dL(z) Zk: 1 [ R 2R(z) [@() D) _ pl) i >] ~ plQwiEE
dz — t[(]i) R(t) (st PG@)? — QO)’R(2) 0
__¢(2)
R(t)’

so miissen ferner mit Zugrundelegung der friither eingefithrten Bezeichnungen noch die
Bedingungen befriedigt sein

- F(t )dt F(t) F.(t)ydt|
2 Vol 75 . VD o
flir die Werthe r =0, 1, 2,...p— 1, und
z": Ft) —p@) [ F()dt (t) ()/ r(t)dt|
a=1 R(t) Za 'V R(t) (t—za)~1 \/W vV R(t) t—1

fiir die Werthe r = p, p+1, ...2p—1; sind alle diese Bedingungen erfiillt, so ist der Werth
des algebraischen Theiles jenes hyperelliptischen Integrales
R(2),
t—1

{azl VR() / (t=2VRD | [VED) /oo (t — 2)\/R(®)

welcher mit L(z) vereinigt die algebraisch-logarithmische Darstellung des gegebenen In-
tegrales liefert.
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Die Multiplication und Division der hyperelliptischen Integrale.

Das in der sechsten Vorlesung behandelte A bel’sche Theorem fiihrt unmittelbar zur
Aufstellung des Multiplications- und Divisionstheorems der hyperelliptischen Integrale.
Sei n eine ganze positive Zahl, so lasst sich der Ausdruck
" f(x) de 2 f(z) da v f(z) dx

Rw ) vR@ ") JR@

I

worin f(z) eine mit beliebigen Coefficienten versehene ganze Function p — 1*" Grades,
R(z) ein Polynom 2p + 1'**" Grades ist, nach dem Additionstheorem in eine Summe von
p anderen gleichartigen Integralen verwandeln, so dass

“ f(x) da “ f(z) da v f(x) da

1 .
W VE@ ) RGN VR

_ [ f@)dae [ f(x) dz @ f(x) dx

B R(x) +/ R R(x)
wird, worin die Grossen

517 627 s gp

Losungen einer Gleichung p**" Grades
(2) P+PE o 4 Pyl P =0

sind, deren Coefficienten rational aus den Grossen

(a) T1, T2, ... 2p,/R(x1), \/R(x2), ...\/R(zp)

zusammengesetzte und in Bezug auf die Werthepaare

ZTay V R(z)

symmetrische Functionen vorstellen, wihrend die zu den ¢-Grossen gehorigen Irrationa-
litdten, wie bekannt, rational aus den resp. £ und den Grossen (a) gebildet sind und in
die Form gesetzt werden mogen

(3) VR = F(fa,xl,xg, .2y, /R(@1), VR(z2), ... R(a:p)>.
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In Betreff der Gleichung (2) ldsst sich im Allgemeinen nur &hnliches aussagen, wie
das in der siebenten Vorlesung iiber die Form der allgemeinen algebraischen Transforma-
tionsgleichung hervorgehobene.

Wenn p grade oder n ungrade ist, setze man

p(n+1) =2m,
und indem man dann den Ausdruck
p(x) — q(z)v/R(z),

in welchem p(z) vom m'", g(x) vom m — p — 1**" Grade ist, nur der Bedingung zu unter-
werfen hat, dass derselbe mit seinen n — 1 ersten Ableitungen fiir die Werthe

T1, T2, ...Tp

verschwindet, sieht man unmittelbar, dass sich zur Bestimmung der Coefficienten von
p(z) und ¢(x) ein System linearer Gleichungen ergeben wird, in welchem die Coefficienten
von p(x) mit rationalen Functionen je einer der Variabeln z;, zs, ...z,, die Coefficienten
von ¢(x) dagegen mit einem Producte ebensolcher Functionen in die resp. Irrationalitaten

\/R($1)’ \/R(m2)7 e R(xp)

multiplicirt sind; ist dagegen p(n + 1) eine ungrade Zahl, so wird man bekanntlich, wenn
« eine Losung der Gleichung R(z) = 0 ist, nur in derselben Weise fiir den Ausdruck

(z —a)P(z) - Q(x)V R(x)

zu verfahren brauchen und zu denselben Eigenschaften der Coefficienten der einzelnen
Functionen gelangen.

Wir kénnen jedoch dieses Theorem von der Multiplication der hyperelliptischen In-
tegrale noch anders auffassen.

Stellt man sich nédmlich die Aufgabe, den Ausdruck

1 f(x) dx
R(x)

n

in eine Summe von p gleichartigen Integralen der Form

& f(z) dx & f(x) do & f(z) dx
R(z) " R(x) - +/ R(z)
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zu verwandeln, so wird man, wenn

n+o+p=2m (won+ o> pzu wihlen)
(@ —on)(@—az) - (z— ap) = Ra(w)

(z — ap1)( — apy2) -+ (¢ — azpy1) = Ra(x)
gesetzt wird, nur den Ausdruck
(b) VR1(2)P(z) — / Ra(2)Q(),

in welchem P(x) vom m — ¢, Q(z) vom m — p — 1**® Grade ist, derart zu bestimmen
haben, dass derselbe mit seinen n — 1 ersten Ableitungen fiir

=z und /R(z) = /R(z1)

verschwindet, und es ist unmittelbar ersichtlich, dass, weil der Werth von \/R(z1) gegeben
ist, auch die Werthe von /R;(z1) und /Rs(z;) in den aus (b) durch successives Diffe-

rentiiren hervorgehenden in eben diesen Wurzelgrdssen linearen homogenen Gleichungen
als gegeben zu betrachten sind, so dass, wenn

P@)=amp 2™ C +am_p 2™ 4 fag
Q(z) = bm—p-1 P! —|—bm,p,2xm_1’_2 + - 4 bo

gesetzt wird, die Bestimmungsgleichungen fiir die Coefficienten dieser Functionen sammt-
lich die Form haben

(am—ofm—o(21) + @m—p-1fm—o-1(x1) + -+ )/ Ri(21)
+(bmfp71mep71(xl) + bmfprmepr(ml) +ee ) RZ(xl) =0
wobei in den einzelnen Gleichungen die Functionen f und F rationale Functionen von z
bedeuten.
Daraus folgt aber unmittelbar, dass die Gréssen a Producten von rationalen Func-
tionen von z; in die Irrationalitdt /Ry (z1) proportional sind, wihrend sich die Grossen b

wie die Producte ebensolcher Functionen in /Ra(z1) verhalten, und wir schliessen somit
aus der Identitat

Ry(z1)P(x1)* — Ra(21)Q(21)* = (z —21)" (& — &1)(z — &) -+ (2 = &),

dass die Coefficienten der Gleichung

(z—&)(r—&) - (-§)=0
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oder die rationalen symmetrischen Functionen der Grinzen der Integrale der rechten
Seite der Gleichung

@) de (8 f@)de | [ [@de (% f@)da
"o ) vEw ) vRw T VR@

(4) n

rationale Functionen von x1 sind, wihrend die zugehorigen Irrationalitdten, wie unmit-
telbar zu sehen, sich als Producte von \/R(x1) in Functionen darstellen, welche rational
aus 1 und den zugehorigen &-Werthen zusammengesetzt sind.

Ich gehe jetzt zur Behandlung des umgekehrten Problems, des Divisionsproblems der
hyperelliptischen Integrale iiber.

Aus der Gleichung (1) folgt

(5) 1 f(x) d:v+”.+ w flx)de 1 & f(z) d 1 /gp f(x) dx

R(z) R(z) n ORI

worin wir uns jetzt die Grossen

£1,8,.. . & VR(E), VR(E2), . ./ R(&p)

gegeben denken, und es wird die Aufgabe gestellt, die Grossen

T1,X2y...7T \/ 171 \/ {L‘Q \/ ZL‘p

zu ermitteln, oder auch aus dem durch die Gleichung (2) bestimmten Gleichungssystem

F+Pe 4+ P=0

(6) E+P + P =
& + Py + b=
die Werthe von z, 3, ...z, als Functionen der £ und der dazugehorigen Irrationalitdten
auszudriicken.
Bezeichnen wir die 2p Periodicitatsmoduln des Integrales
f(z) dx

an den frither definirten Querschnitten a; und by mit

Ja, und Jp,
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so ist leicht zu sehen, dass, wenn man zur linken Seite der Gleichung (5) eine Summe von

Integralen der Form

m m m m m m
71(]&1 +72Ja2+...+7pt]ap_|_ p+1Jb1+ p+2Jb2+...+ﬁpr
n n n n n n

hinzuaddirt, in welchen
mi, M2, ... Mp, Mp41, Mp42, ... M2p

beliebige positive ganze Zahlen von 0 bis n — 1 bedeuten sollen, und man sich ferner p
Integrale mit den oberen Grénzen 7,12, ..., aufgestellt denkt, die der Gleichung Geniige

leisten
miJa;, +maday, + -+ mpda, + mpr1dy, +mpyadp, + 0+ mapdp,
7 m 72 7,
™) [ @dn @ de L f@) de
R(x) R(x) R(x)

sich jedenfalls die so entstehende linke Seite der Gleichung (5) wieder in die Summe von
p gleichartigen Integralen wird zusammenfassen lassen, welche wir mit

%ﬂ@m+ %f f
R(x)

bezeichnen wollen, und wenn wir diese Summe wieder mit » multipliciren und nach dem
ADbel’schen Theorem die Gleichung bilden

g f( f & f(z) dz & f(z) dz
/ R(x) R(x)
so folgt unmittelbar, dass, weil
i %ﬂ) C[RI@ds () de
R(x) R(x)
g ” f(a) [ f@) da
=n ) +--+n R
mf ™ f(o) da W f(z) da
+ oot
" JR@) " R(2)
_ xl(f iy [ @) do .
=n R(x) —l— + n/ R +myda, + -+ mypdg,

+mpt1dy, -+ maopds,
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ist, auch

o T R(zx) Rw T R(z)

+mide, + -+ mpda, + mpp1de, 0+ mapdp,

/5'1 f(x) da S fl@)de (% f@)de (% f()de

sein wird, d. h. es unterscheiden sich die einen Integrale von den andern nur um ganze
Vielfache der Periodicitdatsmoduln, oder es werden die Integrationswege dieser Integrale
verschieden sein, wahrend die oberen Grénzen dieselben bleiben.

Wir erhalten somit das Resultat, dass die Werthe 21, x5, ...z}, ebenfalls dem obigen
Gleichungssystem (6) geniigen, in welchem die Werthe &1, &, ... ¢, dieselben bleiben. Da
nun die Grossen my, ma, ...mg, alle Werthe von 0 bis n — 1 annehmen sollen, so werden
wir

n =o

Combinationen von durch n getheilten Perioden erhalten und somit auch n* Werthesy-

steme der Grossen x, welche sammtlich dem Gleichungssysteme (6) geniigen, und die wir
durch

Ly ) Lp
xgl) ﬂfgl) xél)
(c)
(0—1) wga—l) $I(Ja—1)

bezeichnen wollen, worin die fritheren

0)

0 0
O 4

x1,x2,...xp durch o7’z

dargestellt sein sollen.
Aber man kann auch das Gleichungssystem (6), welches ausser den Grossen z,
T2, ...xp noch die zu diesen Grossen gehorigen Irrationalitédten

(d) VR(x1), V/R(z2),...\/ R(xp)

enthélt, so umformen, dass es von eben diesen Irrationalitéiten frei ist, dass aber dafiir
die zu den Werthen &, &, ...¢&, gehdrigen Irrationalitéten

(e) VR(E), VR(E), .-/ R(&),
eintreten; denn da nach Gleichung (3), wenn in dieselbe der Reihe nach

a=12...p
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gesetzt wird, sich p Gleichungen ergeben, aus denen sich die Gréssen (d) offenbar als ra-
tionale Functionen der andern darin vorkommenden Gréssen berechnen lassen, so werden
wir ein System von Gleichungen von der Form erhalten,

Fi(zy,...3p,&, ... &, VR(G), ... V/R(&) ) =

Fp(azl,...:zp,fl,...ﬁp, \/R(ﬁl),...\/R(ﬁp)) =0

das ebenfalls mit Beibehaltung der Werthe

ps V(1) -/ R(Ep)

durch das Werthesystem (c) befriedigt wird; ebenso leicht ist einzusehen, dass das Glei-
chungssystem (8) andere gemeinsame Losungscombinationen als die eben bezeichneten o
nicht besitzen kann, da das n-fache Multiplum der zugehoérigen Integrale auf die Summe
derselben p Integrale mit den Granzen &, &, ... ¢, fiihren miisste.
Bezeichnen wir jetzt durch
w(mga), xéa), . .x(a))

p
irgend eine ganze symmetrische Function der Grossen

240

in welchen « eine der Zahlen 0,1,2,...0 — 1 bedeuten soll, und denen das Werthesystem

(@) ()

my My ... m (@) (@)

(c)
My 1y - My,

P Y

entsprechen mag, werden ferner 2p Losungen der Gleichung
9" =1

mit

bezeichnet, und der Ausdruck
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gebildet, so soll die charakteristische FEigenschaft der Summe

T @ @ e
2191 Pyt 192p2p ga(:ng ),xg ),...ml(f‘)) :w(:n(o),x(l),...w(”_l))

a=0

gefunden werden, worin
1/1(3:(0), M $(071))

eine von allen z des Systemes (c) abhéngige ganze Function bedeutet.
Vor Allem ist leicht einzusehen, dass die ¢-Function als rationale Function der Gros-

sen
a:g ),xgo), .. .a;z(,o)
dargestellt werden kann. Aus der Beziehung

fayde [ fa@yde 7 f@) do

/ V@) (@) / R(2)
/

o

(0) (0) (0)
_/%ﬂmm+/%ﬂmm+m+ Y fw) d
R(x) R(x) R(x)
() (@) (@) ()
T, e+ mg Ja, + mZ—HJbl b g
(0) (0) (a) (a)
_/901 f(z) dz +”.+/xp f(z) dz +/’71 f(z) dz +_“+/’7P f(z) dz
R(x) R(x) R(x) R(x)
folgt ndmlich nach dem A bel’schen Theorem, dass
acga), l'ga), ... :L‘I(,O‘)

die Losungen einer Gleichung p*** Grades sind, deren Coefficienten rational aus

xg ,:U2 oo T \/R \/R (xj(go)),

77% )777§ )a' 77p \/R (CY) \/R 772 7" (777(7 ))

zusammengesetzt sind, oder auch, wie unmittelbar ans der oben gemachten Auseinan-
dersetzung zu erkennen, von den n-Grossen und den zu diesen gehdrigen Irrationalitéten

abgesehen, rationale Functionen der Grossen

(f) xg(])al'g))v:L'](JO)aflagZ)gpv\/R (gl)a\/R (62)a R(gp)v
sind; daher wird die symmetrische Function
gp(;vga), a:éa), .. xz(f‘))
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der in dieser enthaltenen Grossen sich rational durch eben diese Grossen (f) ausdriicken
lassen, und dasselbe gilt von der Function

(20,20, 47D
die als rationale Function der Grossen (f) durch

P(@©, 20, 2Dy =w(@? 2D 20)

bezeichnet werden moge.

Es tritt jetzt die Frage auf, was aus der Function ¥ wird, wenn an Stelle der Grossen
(0) .(0) (0)

xy ,xy ,...xp eine andere Werthecombination
.TY), mg), .. a:](g’")
gesetzt wird; man sieht leicht, dass
9) El'/(xgr), mg), e arg")) = w(m’(’"), 2D m(”"*l))
o—1 mga) mga) méa) (a4r) (a+r) (atr)
:Zﬁl Uy '--192ppg0(1‘1 , Ty s Ty )
a=0
ORI (™
=07 9,
o—1
(@) ()l ) (@), ()
Z ﬂml +m; 19 +my .19727;217 +my, (p(l'ga—i_r), .%'ga+r), o xéoHrT))
a=0

ist, und da z(®*7) wie aus der Definition hervorgeht, zum Index mg @) 4 m1 ) gehért,

und ein Ueberschrelten der Zahl n durch diesen Index von den entsprechenden nach n
congruenten kleineren Indices abgesehen nur ganze Periodicitdtsmoduln hinzufiigt und
daher die Integralgrinzen nicht dndert, so folgt

_m(7 _m<7 _m(T)
(10) lI/(a:Y),xg"), .. .mg)) =0, 0y 7 ey, E[/(xgo),:cgo) .. .wz(,o)),
und daher, weil
91,93, ... Vo
n'¢ Einheitswurzeln sind,
n r r r 0
v (mg),xg)...x;)) (:Eg), ()...xl()o)).

Hieraus ergiebt sich aber, dass

g (xgo), :cgo .. (0) Z W” a a:;ga))
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eine rationale ganze symmetrische Function der dem Gleichungssystem (8) gemeinsamen
Werthecombinationen ist und sich somit rational durch die Coefficienten dieser Gleichun-
gen d. h. rational und ganz durch

§1a€27"' » V 51 V 52 Y, ‘EP

ausdriicken lasst, und wir wollen diese Beziehung in die Form bringen

V(0 al?) = (66 6 VG VRED G ),

worin w eine ganze Function der in ihr enthaltenen Grossen bedeutet, oder

=l @ @ (@) W (e
(11) 2191 Pyt ey gp(:z:g ),xg ),...1‘1()0‘))
a=0

:’\/w(gl,... VERE), .. \/Tp)

Bildet man nun aus den n Loésungen

01,9, ... On

der Gleichung
vt =1

alle moglichen Verbindungen mit Wiederholungen zur 2p*® Klasse, deren Anzahl n?? = o
ist, und die durch

P11 921 -'-192pn
V12 V22 ...U2p2

Vo V25 ... Vopg

bezeichnet werden mogen, und setzt diese der Reihe nach statt der Combination
V1,72, ...02
in die Gleichung (11) ein, so wird sich, wenn die entsprechenden Werthe von w mit

W1, W2, ...Ws



Die Multiplication und Division der hyperelliptischen Integrale. 183

bezeichnet werden, das in den ¢-Functionen lineare Gleichungssystem ergeben

o—1 (@)

mle) m(a) o o
11 Usi . 192p1 @(xg),xg)...wz(, ))
= \/w1 (&1, -& VRE).... /RE))

Zﬂ12 Vg5 192;72 ‘P(l’l y Ly " Ty )

- W (1.6 VRE).... /RE))

(@)

o—1 (@) m
St g el o)

= \/wg (.- & VRE). ... /R()),

woraus jede der p-Functionen als lineare Function der rechten Seiten dieser Gleichungen,
also

(12)

(13) p(@l®, 28, 2l)

=A17\l/w1<517--- VERE), \/TP)
+A2\/w2<§1,... NVER(E), - \/TP)
+...+AU%JU(&,,.. VER@). .\ /RE))
folgt.

Da aber die ¢-Function irgend eine ganze symmetrische Function der in ihr enthal-
tenen Grossen bedeuten sollte, so ergiebt sich, dass
die Grissen

T1,XL2y... .%'p,
welche der Gleichung

1 f(x) da W f(x)de 1 & f(x)dx 1 (% f(z) dx
R(:c)+"'+/ R(z) n/ /
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gentigen, die Losungen einer Gleichung p'** Grades sind, deren Coefficienten
sich als lineare Functionen von n'*™ Wurzeln aus Functionen darstellen lassen,
welche rational aus

517527 e Sps V 61 V 62 Y, §P

zusammengesetzt sind.

Es ist aber leicht zu sehen, dass sich die n**® Wurzelgrossen

Vw1, Vw2, ... \/Ws
sammtlich als rationale Functionen von 2p von ihnen ausdriicken lassen. Denn fiihrt man
die n'*® Einheitswurzel

ein, und setzt

o (2,2, a)) = Z o™ p(aV, 2, .. al)

= ’\l/wyl(fl,...fp,\/%y-”\/m)

o)) = 0 ol )
(14)

- Jw% (é1.- & VRE). ... /RE)).
so folgen, wenn statt der Grossen
azgo), xgo), . xz(,o) die Werthe xgr), :z:g), .. xé’")
substituirt werden, aus der Beziechung (10) die nachfolgenden Relationen:

T T _ (r)
1($§),x§),...m§,)):9 mi W(wg),xéo),. m;()o))

T T 7m(T)
(15) Wg(xg), g),...x;)):é) 2 Lp(xg),xgo),...mz(go))
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Greifen wir nun irgend eine der Grossen

o-1 (a) (a) )
0 0 m m a a a
v @@ e, a0 =307 0y 0y (a2l e
a=0

:’\l/wg(gl,...gp,\/%..-\/%)

D1, =01, Oy,=0"2 . 0y,,=06"

heraus und setzen

so wird sich ebenfalls aus der Beziehung (10) die Gleichung ergeben

(16) w(e) (xgr), wgr), . .3:](;”))
= @—(t1m§7')+t2m( Vbettapm, >)LP(9) (xgo), :cgo), .. .xgo)),

und somit aus (15) und (16) die Relation folgen

w(e) (asgr), :Eg), e xj(gr))
wh (xgr), g ). xz(f)) vl (:CY), xér), . xz(f)) . JIS;’J (xgr),wg), . .a;z(f))
0 0

a Wfl (mgo), :L’éo), e xéo)) WéQ (ajgo),:ngo) :L';,O)) .. .W;;p (ajgo),mgo), .. .xéo)) .

(17)

Beachtet man endlich, dass hiernach die rechte Seite der letzteren Gleichung, welche
in die Form

o—1 e} o
! PO, o, ol
7 2 G @@ o, o) (e ® 2D ) (@ )

gesetzt werden kann, wieder eine rationale symmetrische Function der gemeinsamen Wur-
zelcombinationen des Gleichungssystems (8) ist, sich also rational durch die Grossen

§1a€27"' » V 51 V 52 Y ‘EP

ausdriicken lésst, so folgt, wenn dieser Ausdruck durch

9(9)<517€27--- VR, VR(E),. . /R §p)

bezeichnet und fiir die ¥-Functionen wieder die n**® Wurzeln aus den w-Grossen gesetzt
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werden, die Beziehung

fenl(6r & VRED-. [BG) ) = 2961, & VARG, .. R(E) )
Vo (610 VRED ... 08
:’\’/wyz(&,..- VR, \[R(&)
x:q/w,,zp(gl,... VEGE)...

2
) -
V)]

und es ist somit gezeigt, dass sich simmtliche n*® Wurzeln, welche in den Coefficienten
der Theilungsgleichung vorkommen, rational durch 2p dieser n'*® Wurzeln ausdriicken
lassen, und daher jeder dieser letzteren n*» Wurzeln in den Gleichungen (12) alle Werthe
beigelegt werden konnen; es ergeben sich aus allen Combinationen die verlangten n??
Wurzelwerthe.

In die Auflésung dieser Theilungsgleichungen traten, wie aus der obigen Auseinan-
dersetzung ersichtlich, die Grossen n, 72, . .. n, und die zu ihnen gehorigen Irrationalitéten
ein, welche durch die Gleichung definirt waren

(18) mida, + maday + -+ mpJa, + Mp1 Ty, + Mprado, + - + Moy,

_ "1f(> o Plode L, [ ) de

VR R(x) R(x)’

und mit den besonderen Eigenschaften dieser Grossen wollen wir uns nunmehr beschéf-
tigen.
Sei

n=qg*r?...s%,

worin ¢, r,...s verschiedene Primzahlen bedeuten, so wird man die Gleichungen

(1) (2) (9)

m m m m
Ty 4 1 S 1
q% ro so
mo mgl) méQ) mg&)
n q* re s%
1) (2) (%)
m m
2p _ "2p 2p 4o g 2p
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bekanntlich durch ganze Zahlen so befriedigen konnen, dass die Briiche sammtlich dchte
sind, und wenn man dann im Stande ist, die einzelnen durch die Gleichungen

77(1) 77(1)
f@de L (YI@)da

i oy 4y oy o my) gy, = g R@) ! R(z)
(2)
2) (2) ) N f(x) dx o f(x)
(19) m]_ Ja1 + m2 Ja2 + + m2p Jp — R(w) + R(x)
m(® m® ) ”56?(56) dx W f(x)d
Jay +my Jay 4+ my, o, = 87 4+
R(z) R(z)

definirten Divisionsprobleme der ganzen Vielfachen der Periodicitdtsmoduln zu 16sen, so
wird die Addition aller Gleichungen

Ja1 + Ja2 + - %Jap + mp+1 Ty, + me Jb,
(1) (2)
'y (x) x Wf() de [ f () d " f(x) da
R(x) vV R(z) R(z) / R(x)

() (8)
nof(x) dx P M f(x) dx
R(x) R(x)
liefern; wenn dann nach dem A bel’schen Theorem die dp Integrale der rechten Seite zu
p Integralen vereinigt werden, so dass

77gl)f(ac) dz P ”l(’l)f(m) dz P ”gé)f(:v) dz o ’7?(’5)]"(3:) dx
R(x) R(x) R(x) R(x)

[ e A
R(x) R(x) R(x)

wird, worin 71,7 ...n, Losungen einer Gleichung p*" Grades bedeuten, deren Coefficien-
ten rational und symmetrisch aus

(1),\/R(n§1)); nél),\/R(nél));---nié),\/R(an)) 9 \/R R

zusammengesetzt sind, so wird das in der Gleichung (18) gestellte Problem gelost sein.

Wir haben uns daher nur mit einer der Gleichungen (19) d. h. mit dem Divisionspro-
blem der Perioden fiir eine Primzahlpotenz zu beschéftigen; aber es geniigt, das Problem
fiir eine einfache Primzahl zu behandeln. Denn sei dasselbe fiir eine einfache Primzahl
gelost, welche der Gleichung angehort

G ¢
(1) o, (@) de of (x) da
(20) my Jay -+ my, Jy, = q / 7 e / 5
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so wird, wenn

Gf(z) da Sof (1) da Cllx:E ) da
(21) /f(};(;l)+...+/f()d :q/ f@de [0 fG)d

gesetzt wird,

G () do ) [9f (@) do
o ) VR@

(22) myJa, + -+ mopdy, = 7

hervorgehen; aber die Auflésung des durch die Gleichung (21) definirten Problems ist
nach den fritheren Auseinandersetzungen durch ¢*® Wurzeln herstellbar, wenn wiederum
das Problem der Gleichung (20) als gelost betrachtet wird; schliesst man so weiter, so
ergiebt sich, dass das in Gleichung (18) gestellte Problem nur fiir den Fall, dass n eine
einfache Primzahl ist, zu behandeln sein wird.

Fiihrt man der Einfachheit der Bezeichnung wegen fiir die 2p Periodicitdtsmoduln
die Gréssen

T, oy Jop
ein und setzt

11 =J1

1o = p1J1 + Jo
(23) is = 1 J1 + pada + J3

top = p1J1 + podo + - A pop_1Jop—1 + Jop,

worin die Grossen
K1, K2, - H2p

Zahlen ans der Reihe 0, 1, 2, ...n—1 bedeuten sollen, so erkennt man sogleich, dass sich
fiir jede Werthecombination der Grossen

mi, Mo, ... m2p
eine Beziehung von der Form aufstellen lasst
(24) miJr + - mapdop = miy +n(kiJy + - - + kopdap);

denn wird die letzte nicht verschwindende m-Grosse mit my bezeichnet, so setze man
r = k, stelle die Relationen auf

m=my, mug_1 =mg_1 (mod n), muk_s =my_o (mod n),...mu; =my (mod n)
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und bestimme, was, weil n eine Primzahl, stets moglich ist, hieraus die Grossen
K1, H2, . Hk—1-
Dadurch ist aber gezeigt, dass der Ausdruck
m m m
71J1+72J2+"'+ﬁe]2p
n n n

sich von dem Ausdrucke

( J1+ J2+ “k 1<]k 1+ Jk>

nur um ganze Vielfache der Periodicitdtsmoduln unterscheiden wird, und somit statt der
Gleichung (18) die Beziehung

(25) m <l:;J1 + %JQ + - “k 1Jk 1+ Jk>

@) de (™ f(2)de " f(z) du
R Rw R(x)

zu Grunde gelegt werden kann, in welcher k& jeden Werth von 1 bis 2p bedeuten darf, die
Grossen puy, po, ...ur—1 alle Zahlen 0, 1, 2, ...n—1 vorstellen und m aus der Werthereihe
1, 2, ...n —1 zu nehmen ist.

Seien jetzt in Gleichung (25) k sowohl wie die Werthe p1, pa, ...ugp_1 beliebig, aber
fest gewahlt, und werde, wenn p eine primitive Wurzel der Primzahl n bedeutet,

m =0

gesetzt, so bilde man dhnlich, wie oben im allgemeinen Divisionsproblem geschehen, wenn
Y eine n — 1% Einheitswurzel bedeutet, ferner durch

0, g

die Integralgrénzen in Gleichung (25) bezeichnet werden, welche bei der bestimmt ge-
troffenen Wahl von & und py, pe, ...ur—1 zu dem Werthe ¢t gehoren, endlich

G I 0))

eine ganze symmetrische Function der Gréssen nit), nét), ...nz(f) vorstellt, die Summe

(8) Zﬂt G SO)
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Es ist unmittelbar einzusehen, dass, weil

Rw) ) VR@

(@) da Vi@ de [ fade [ b

ist, die Grossen

n, g,

die Losungen einer algebraischen Gleichung sind, deren Coefficienten rational aus

0 0 0 0
7O, 0@ g® VRGO,V RED). . RO,

zusammengesetzt sind, und dass somit auch

o, nd, )

als ganze symmetrische Function der in ihr enthaltenen Grossen ebenso ausdriickbar ist;
beachtet man aber, dass, wenn

Hif () da +”'+/pr($) dx

M1J1+~~-+Mk—1Jk—1+Jk=/ R@)

gesetzt wird,

”%O)f(:z) dx ”z(zo)f(x) dz _ /Hlf(x) dx P /pr(m) dz

Rw " R(z) R(z)

wird, und daher, wie oben hervorgehoben, die Irrationalitdten

VRGO RED), .. R

aus den betrachteten Ausdriicken in rationaler Weise herausgeschafft werden kénnen, so
folgt, dass

e, ny, )
und somit auch die Summe (g) sich als rationale Function der Grossen

0 ni?, O

wird darstellen lassen, wesshalb wir

(26) Zﬁt o, Dy = w0, )
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setzen wollen.
Nun kénnen wir aber ebenso wie im allgemeinen Divisionsproblem die charakteristi-
sche Eigenschaft dieser t-Function ermitteln; setzt man ndmlich an Stelle der Grossen
(0) , (0) 0) die Werth
m ', Ny, -..0p  die Werthe

RN R Ol

so wird

w(ny—); 772 oo Z ’19t t+T 777§t+7—) - n;t—i_T))

_ s Z,ﬁt-l-’r (G0 D gty = gm0 Oy,

und somit, weil ¥ eine n — 1'*¢ Einheitswurzel ist,

(27) G R R o) L (L SNl ) L

Die in dieser Relation vorkommenden n-Werthe unterscheiden sich nur durch die
verschiedenen Werthe der Grosse m in der Gleichung (25), wiahrend die Werthe & und
w1, pe2, -..pg—1 dieselben bleiben; lasst man die letzteren Grossen alle moglichen ver-
schiedenen Werthe annehmen, deren Anzahl, wie unmittelbar aus dem Gleichungssystem
(23) zu erkennen,

n? —1
h=1+n+n*+- +n?1=— "+
n—1
Verbindungen liefern wird, so wird man im Ganzen fiir alle Verbindungen der m und u h
verschiedene Werthe der Function

Uy =P(m, ne2, - -np)”_l
erhalten. Bildet man nun eine algebraische Gleichung mit den Losungen
Wla Lp27 .. 'Lpha

so werden die Coefficienten ganze rationale symmetrische Functionen aller n-Werthe sein,
d. h. symmetrische Functionen der gemeinsamen Werthecombinationen des Gleichungs-
systems (8), wenn fiir die Grossen ¢ die Verzweigungswerthe gesetzt werden, also durch
die Coeflicienten jenes Gleichungssystems fiir diesen Fall ausdriickbar sein.

Wird nun diese im Allgemeinen nicht algebraisch auflésbare Gleichung als aufgelost
betrachtet, und eine ihrer Lésungen durch

Z
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bezeichnet, so dass
n—2
Z 19t90(77§t)777§t)7 o nlgt)) _ nf\l/Z
t=0

wird, so folgt unmittelbar, wenn man fiir ¥ simmtliche n — 1*¢ Einheitswurzeln setzt, die
zugehorigen Werthe von Z mit
Zl7 227 s Zn—l

bezeichnet und alle Gleichungen addirt, die Gleichung

(28) (n— Dm0, ...y = "2+ "V g+ Y 2,

und man kann somit, wenn man jene Gleichung h*" Grades als aufgelost betrachtet,
die Coefficienten der verschiedenen Gleichungen p'*® Grades bilden, deren Losungen die
Werthe

ni, n2, --.np sind.

Es mag endlich noch bemerkt werden, dass nach der Beziehung

Y7, ny”, ) =9 e, o, )

fiir diejenige Function
¢(k) (7717 n2, ... 7717)7

welche, wenn
2im
¥ = en—1

gesetzt wird, der n — 1*** Einheitswurzel 9% entspricht, die analoge Relation

BB, 0y = 9 Er® O O 0

besteht, und somit

@ (D gy @O g0 00y
T 1k k
[ s onTE [, ]

ist, woraus wieder genau, wie oben im allgemeinen Divisionsproblem, hervorgeht, dass

V=[] F

worin F rational aus den Coefficienten der Gleichung (8) in unserm speciellen Falle zu-
sammengesetzt ist, und somit werden in der Gleichung (28) der allein in derselben vor-
kommenden Irrationalitdt "—/Z; alle n — 1 verschiedenen Werthe beizulegen sein.
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